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PRÉFACE 



DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 



Pendant les dernières années de son enseignement à 
la Sorbonne, M. Briot était revenu à plusieurs reprises 
sur la Théorie mécanique de la chaleur; les progrès de 
la science l'avaient conduit à introduire dans ses le- 
çons plusieurs modifications importantes qu'il mit à 
profit pour une nouvelle édition de son Ouvrage, épuisé 
depuis longtemps. 

Nous signalerons, par exemple, dans la première 
Partie, qui comprend la Thermodynamique, le Chapitre 
relatif aux propriétés physiques des corps, où la dis- 
cussion des lignes isothermes 'permet de grouper, dans 
un même ordre d'idées, les expériences si remarquables 
de M. Andrews sur l'état critique des gaz, en même 
temps que les phénomènes de sursaturation et de surfu- 
sion, la notion de l'entropie, si heureusement imaginée 
par M. Glausius, la vitesse du son, deux Chapitres nou- 
veaux sur les applications de la Théorie de la chaleur k 
la Mécanique céleste et sur les phénomènes capil- 
laires, etc. L'idée de la propagation de la force et les vues 
ingénieuses de M. W. Thomson sur la thermo-électricité 
complètent l'Électrostatique et la théorie des courants 
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électriques. L'Électromagnétisme et l'Électrodynamique 
ont été exposés d'une manière beaucoup plus simple, 
en prenant pour point de départ la considération des 
feuillets magnétiques, qui conduisent directement a l'as- 
similation des courants électriques et des aimants. Enfin, 
la théorie de l'induction a été remaniée. 

L'impression de cette seconde édition était déjà com- 
mencée lorsque M. Briot fut enlevé à l'affection des siens 
et à l'estime de tous ceux qui l'ont connu. La rédaction 
était en grande partie terminée, et nous avons trouvé, dans 
les manuscrits de l'auteur, des indications suffisantes 
sur le plan des Chapitres inachevés pour les reconstituer 
en restant dans le même esprit. Nous avons mis tous nos 
soins à respecter le caractère d'une œuvre à laquelle 
M. Briot attachait une importance particulière; notre 
ambition se borne à espérer que l'on retrouvera ici, sans 
lacunes, cette clarté et cette précision qu'il savait donner 
à toutes les publications qui sont sorties de ses mains. 

E. Mascart. 

Juillet i883. 



PRÉFACE 



DE LA PREMIÈRE ÉDITION 



Ce Livre est la reproduction de mon Cours à la Sor- 
bonne pendant Tannée scolaire 1867-18G8. Il est divisé 
en deux Parties, comprenant, Tune les phénomènes 
thermiques proprement dits, l'autre les phénomènes 
électriques. La Théorie mécanique de la chaleur a pris 
en peu d'années une telle extension, qu'elle embrasse au- 
jourd'hui presque toute la Physique; elle ramène à une 
même mesure, l'unité mécanique du travail, les mani- 
festations si variées des forces naturelles. Mon but a été 
d'exposer les principes fondamentaux de cette science 
nouvelle, en les déduisant, autant que cela peut se faire 
aujourd'hui, des lois générales de la Mécanique. 

J'ai beaucoup emprunté à l'Ouvraj^e célid)re de M. Clau- 
sius. Ouvrage formé de la réunion de ses Mémoires ori- 
ginaux sur cette matière. J'ai eu recours aussi aux travaux 
remarquables de MM. W. Thomson et Rankine. Dans le 
Chapitre relatif a l'écoulement des tluides, j'ai fait des 
emprunts au Livre de M. Zeuner, où cette question est 
traitée avec détail. En ce qui concerne l'induction élec- 
trique, j'ai adopté la formule de M. Weber, qui non seu- 
lement comprend, comme cas particuliers, la loi de 
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Coulomb et celle d'Ampère, c'est-à-dire Tensemble des 
phénomènes d'électricité statique et d'électricité dyna- 
mique, mais qui rend compte aussi des phénomènes 
d'induction. Cette loi de Weber parait destinée à jouer 
un rôle prépondérant dans l'étude de l'électricité. 

Je fais hommage de mon Livre, et c'est pour moi un 
acte de justice et une satisfaction du cœur, h la Mémoire 
de mon collègue Verdet, dont la mort prématurée a été 
une perte si grande pour la Science. La Théorie méca- 
nique de la chaleur était devenue son étude de prédilec- 
tion; il l'a professée pendant deux années à la Sorbonne; 
j'ai été assez heureux pour assister à ses Leçons ; quel- 
ques-uns de ses élèves les ont recueillies et les publient 
en ce moment. Le lecteur trouvera dans les Leçons de 
Verdet le complément des miennes ; je me suis attaché 
surtout à la partie théorique ; les Leçons de Verdet con- 
tiennent des détails précieux sur les expériences qui ont 
servi de base à la théorie, ou qui en confirment les con- 
séquences, une critique sûre et approfondie de la valeur 
et de la portée de ces expériences, dont les plus impor- 
tantes sont dues à MM. Regnault et Joule. 

Je dois des remercîments à M. Mascart, qui a rédigé 
mes Leçons, et qui a bien voulu m'aider dans le travail 
de revision et de perfectionnement nécessaire à leur pu- 
blication. 



THÉORIE MÉCANIQUE 



DE 



LA CHALEUR. 



INTRODUCTION. 



1. On explique la propapration de la lumière et de la chaleur 
rayonnante par les vibrations d*un milieu élastique qui est 
répandu dans Tespace et qui pénètre tous les corps. On 
regarde ce milieu, qu'on appelle éthci\ comme formé d'atomrs 
situés à distance et exerçant les uns sur les autres des actions 
répulsives dirigées suivant les droites qui joignent les atomes 
deux à deux; ces actions sont proportionnelles aux masses 
des atomes et fonctions des distances qui les séparent. 

2. Les corps que nous appelons pondérables sont aussi for- 
més d'atomes exerçant les uns sur les autres des actions à 
distance. Pour expliquer les phénomènes de réfraction, il faut 
admettre que la densité moyenne de Téther n'est pas la même 
dans les milieux réfringents que dans le vide, et par suite 
que la matière pondérable exerce une influence sur les atomes 
d'éther. Supposons, par exemple, que cette action soit attrac- 
tive : chaque atome pondérable sera alors entouré d'une atmo- 
sphère d'éther dont la densité est plus grande que dans le vide 
et décroît rapidement à partir du centre; l'excès d'éther accu- 
mulé autour de chaque atome est la masse de cette atmo- 
sphère. D'après cela, l'action totale qui s'exerce entre deux 
atomes pondérables de masses m et m' peut être considérée 
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comme la résultante de deux forces, l'une attractive, prove- 
nant des masses pondérables elles-mêmes, l'autre répulsive, 
provenant de la réaction mutuelle des deux atmosphères 
d'éther. Si, pour simplifier, on suppose que les expressions de 
ces deux forces soient de la forme 

mm' a mm'b 

fil ' f-n+p ' 

/• étant la distance des deux atomes, l'action résultante sera 

m,m'a mm'b mmJa 



» t'H r'tl-i-U ,./t \ 



f.n l'/i-hP f-n \ ^yi> 



„ b 

OU, en posant rj = - j 



.==^ [-(?)'] 



Il y a une position d'équilibre pour la dislance /• =: /q. 

La force est répulsive quand la distance est plus petite que /o, 
et elle augmente à l'infini quand la distance devient de plus 
en plus petite. Elle est au contraire attractive quand la dis- 
tance est plus grande que ^o; elle acquiert sa valeur maximum 

à la distance î\ =: /q i / —^ et elle diminue ensuite de ma- 
nière à devenir infiniment petite à une distance très grande. 

3. Concevons maintenant qu'un certain nombre d'atomes 
constituent un groupe régulier sous l'influence de leurs ac- 
tions mutuelles; ce groupe sera une molécule. L'action d'une 
molécule A ainsi formée sur une molécule B n'a pas, en gé- 
néral, de résultante unique; elle se ramène à une force appli- 
quée au centre de gravité de la molécule B et à un couple; le 
couple fait tourner la molécule B et l'oriente d'une certaine 
façon par rapport à la molécule A ; la force est attractive ou 
répulsive et il y a une position d'équilibre. On peut expliquer 
de cette manière la cristallisation, 

4. En résumé, on se représente les corps comme formés 
d'atomes que l'on assimile à des points matériels agissant les 



LNTRODrCTIO.N. 6 

uns sur les autres. L'action qui s'exerce entre deux points 
consiste en deux forces égales et de sens contraires, Tune 
appliquée au premier point, l'autre appliquée au second point. 
Celte double force est proportionnelle au produit des masses 
des points matériels et fonction de la distance qui les sépare; 
c'est une attraction ou une répulsion suivant qu'elle tend à 
rapprocher ou à écarter les points matériels; elle tend à les 
ramener vers leur position d'équilibre quand ils en ont été 
écartés par une cause étrangère. 

5. De ces déplacements résultent des mouvements vibratoires 
intérieurs qui peuvent affecter différentes formes : — ou les 
atomes matériels oscillent dans la molécule dont ils font partie ; 
c'est ce qui paraît avoir lieu lorsqu'un métal, mis dans une 
flamme, se vaporise et devient lumineux; la nature de la lu- 
mière émise parla molécule métallique, c'est-à-dire le nombre 
des vibrations par seconde, dépend du nombre des atomes qui 
la constituent et de leur disposition géométrique (*); — ou 
es molécules tournent sur elles-mêmes, soit d'un mouvement 
oscillatoire, soit d'un mouvement continu; dans ce cas, l'in- 
fluence de la forme de la molécule disparaît en partie; elle dis- 
paraîtrait même complètement si la rotation était continue et 
si les axes de rotation des molécules étaient orientés dans 
tous les sens ; — ou les molécules se déplacent les unes par 
rapport aux autres, soit qu'elles oscillent autour de leurs 
positions d'équilibre, ce qui a lieu dans les corps solides, soit 
qu'elles soient animées de mouvements de translation recti- 
lignes, dans diverses directions qui changent à chaque instant 
par les chocs des molécules entre elles; c'est ainsi que l'on se 
représente la constitution des gaz et des vapeurs. 

L'ensemble de tous ces mouvements constitue la chaleur. 
Les mouvements calorifiques, produisant des changements dans 
l'état physique des corps, et principalement dans leur volume, 
donnent naissance à des actions extérieures ; par exemple, 
quand un corps se dilate sous l'influence de la chaleur, il 
repousse les corps environnants. Réciproquement, une ac- 



(») Note sur les mouvements intérieurs des molécules, par M. Briot 
{Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1868). 
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lion extérieure, comme une pression, s'exerçanl sur un corps, 
peut modifier les mouvements moléculaires et produire des 
phénomènes calorifiques. La Thermodynamique est Tétude 
des relations qui existent entre les phénomènes calorifiques, 
leurs causes et leurs effets. La chaleur, considérée ainsi comme 
un mouvement, rentre dans les lois générales de la Mécanique, 
et la Thermodynamique a pour bases les principes de la Méca- 
nique rationnelle. 
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PRÉLIMINAIRES. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 



Force. — Travail. — Masse. — Force vive. — Mouvement des systèmes. — 
Mouvement du centre de gravité. — Théorème des moments des quantités 
de mouvement. — Théorème des forces vives. — Travail des forces inté- 
rieures. — Conservation de l'énergie. — Énergie des mouvements vibra- 
toires. — Influence du mouvement vibratoire sur l'énergie potentielle. — 
Cas où il y a des forces extérieures. — Travail des pressions extérieures. 



Force. 



6. Nous acquérons l'idée de force par le sentiment de notre 
propre activité, quand nous agissons sur les corps extérieurs, 
pour les déplacer, ou les modifier d'une manière quelconque. 
Lorsque nous soutenons un corps pour Fempôcher de tomber, 
Teffort plus ou moins grand que nous exerçons nous donne 
ridée de la grandeur de la force. Quand nous traînons un corps 
sur un plan horizontal, à l'aide d'une corde, la droite suivant 
laquelle se dispose la corde tendue nous donne l'idée de la 
direction de la force; le point du corps où est attachée la corde 
est le point d'application de la force. 

Nous assimilons à notre propre activité l'action musculaire 
des animaux, et, par analogie, nous étendons cette idée à 
toutes les forces physiques, comme la pesanteur, la pression 
du vent, celle de la vapeur, les attractions ou répulsions élec- 
triques ou magnétiques, etc. Nous arrivons ainsi à la notion 
générale de la force considérée comme une grandeur ayant 
une direction déterminée. L'unité de force est le kilogramme. 

Travail. 

7. La considération simultanée de la force et du déplacement 
du point d'application conduit à la notion complexe du travail 
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des forces. Quand le déplacement du point d'application a lieu 
dans la direction de la force, le travail est le produit de la 
force par le déplacement du point d'application. L'unité de 
travail est le kilogramme tre, c'est-à-dire le travail nécessaire 
pour élever un kilogramme à un mètre de hauteur. L'unité 
de travail dépend à la fois de l'unité de force, le kilogramme, 
et de l'unité de longueur, le mètre. Lorsque le déplacement 
du point d'application s'effectue dans une direction quel- 
conque, le travail est le produit de la force par la projection 
du déplacement sur la direction de la force. Enfin, dans le cas 
général, lorsque la force est variable et le déplacement curvi- 
ligne, on considère le déplacement comme une suite de dépla- 
cements rectilignes infiniment petits, et l'on fait la somme des 
travaux élémentaires. 

Masse. 

8. L'expérience nous apprend que, pour imprimer à diffé- 
rents corps un même mouvement, il faut leur appliquer des 
forces inégales : de là vient la notion de masse. On dit que 
deux corps ont des masses égales lorsque, partant du repos 
et sollicités par des forces égales, ils prennent le même mou- 
vement. Le rapport des masses de deux corps est égal à celui 
des forces qui leur impriment le même mouvement. L'unité 
de masse est la masse d'un corps qui, sollicité par une force 
égale à un kilogramme, acquiert après l'unité de temps, c'est- 
à-dire après une seconde, une vitesse égale à un, c'est-à-dire 
une vitesse de un mètre par seconde. D'après cela, l'unité de 
masse dépend à la fois de l'unité de force, le kilogramme, de 
l'unité de longueur, le mètre, et de l'unité de temps, la seconde. 

Force vive. 

« 

9. Quand un corps est en mouvement, la considération simul- 
tanée de la masse du corps et de la vitesse qu'il possède conduit 
à la notion d'une quantité complexe à laquelle on a donné le 
nom ÙQ force vive. Nous appellerons /orce viVe d'un corps en 
mouvement la moitié du produit de sa masse par le carré de sa 
vitesse. Voici d'où provient cette dénomination. On remarque 
d'abord que, si un corps de masse m est en repos, pour lui 
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imprimer une vitesse i^ il faut dépenser une quantité de tra- 
vail moteur égale à Réciproquement, lorsqu'un corps de 



masse m est en mouvement et possède une vitesse t', s'il ren- 
contre une résistance qui diminue peu à peu sa vitesse et 



mv^ 



l'amène au repos, il accomplit un travail égal à > travail 

égal à celui qu'a accompli la force motrice pour mettre le corps 
en mouvement, s'il était primitivement en repos. 

Dans le premier cas, une certaine quantité de travail se 
change en une quantité égale de force vive communiquée au 
corps; dans le second cas, au contraire, la force vive que pos- 
sède le corps en mouvement se change en travail. On démontre, 
d'une manière générale, que, lorsqu'un corps est soumis à des 
forces quelconques, la variation de sa force vive, pendant un 
certain temps, est égale à la somme algébrique des travaux de 
toutes les forces qui agissent sur le corps, pendant le même 
temps. 

Pour bien comprendre cette transformation du travail en 
force vive, et réciproquement, imaginons deux ressorts à bou- 
din, identiques et placés en regard l'un de l'autre. On com- 
prime le premier ressort à la main, puis on introduit un taquet 
métallique pour empêcher le ressort de se détendre ; le travail 
que Ton a effectué pour comprimer le ressort, et dont on a 
parfaitement conscience, est en quelque sorte emmagasiné 
dans le ressort. On place devant ce ressort une bille de masse 
m, et l'on soulève le taquet; le ressort se détend, pousse la 

bille et lui communique une quantité de force vive > égale 

au travail développé par le ressort pendant sa détente, travail 
qui est égal au travail effectué primitivement à la main pour la 
compression du ressort. La bille, lancée avec la vitesse i', vient 
frapper le second ressort et le comprime progressivement jus- 
qu'à ce que sa vitesse soit nulle, et, au moment où la vitesse est 
nulle, on introduit un taquet pour empêcher le ressort de se 
détendre. La bille en mouvement a opéré sur le second res- 
sort une compression égale à celle que la main avait effectuée 
sur le premier; le travail est le même, et par conséquent égal 
à la quantité de force vive que possédait la bille; cette quantité 
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(le travail effectuée par la bille en mouvement est actuellement 
emmagasinée dans le second ressort. Si Ton soulève le ta- 
quet, le second ressort, en se détendant, restitue cette quantité 
de travail et communique à la bille une quantité égale de force 
vive; la bille, venant frapper le premier ressort, le comprime, 
et sa force vive se change de nouveau en travail, et ainsi de 
suite. 

Telles sont les quatre notions fondamentales sur lesquelles 
repose la Mécanique, savoir : les notions de force et de travail 
des forces, et, parallèlement, celles de masse et de force vive 
des corps. L'idée de masse correspond à la force, celle de force 
vive au travail (*). 

MouYement des systèmes. 

10. Considérons un système de points matériels soumis en 
même temps à leurs actions mutuelles et à des forces exté- 
rieures. Il est clair que le mouvement de chaque point maté- 
riel est produit par l'ensemble des forces, tant intérieures 
qu'extérieures, qui agissent sur lui. Si donc on appelle m la 
masse d'un point matériel, jt, j, z ses coordonnées par rap- 
port à trois axes fixes rectangulaires, X, Y, Z, Xj, Y,, Zi, ... 
les composantes des forces qui agissent sur ce point, on aura 
les trois équations 






(i) / m~ - X- X^ -r . .., 

TIX — TT ^^^ La ~\- Li\ — H .... 

V 

Chacun des points du système donne lieu à trois équations de 



( * ) Leiboitz, qui a introduit cette notion dans la Science, appelait fortfi 
vive d'un corps en mouvement le produit de sa masse par le carré de sa 
vitesse. Mais, comme le travail que le corps en mouvement est capable 
d'accomplir n'est que la moitié de ce produit, nous proposons, par un léger 
changement à l'usage, de donner le nom àc force vive à cette moitié. 
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même forme. On peut déduire de ces équations plusieurs 
théorèmes importants. 



MouYement du centre de graTité. 

11. En ajoutant membre à membre toutes les équations qui 
se rapportent à Taxe des Xy et de même celles qui se rapportent 
à l'axe des j ou à Taxe des Zy on a les trois équations sui- 
vantes : 



ou bien 



dx 






dz 



■'-2'" S =2'" 



Le signe somme, dans le premier membre, s'étend à tous les 
points du système, et, dans le second membre, à toutes les 
forces qui agissent sur ces différents points. Comme les forces 
intérieures sont deux à deux égales et opposées, leurs projec- 
tions sont égales et de signes contraires, et par conséquent 
disparaissent des seconds membres des équations (3). Ces 
équations ne renferment donc que les forces extérieures; on 
en conclut : 

Théorème I. — La dérà'ée par rapport au temps de la somme 
des projections, sur un axe /îxe quelconque, des quantités de 
mouvement de tous les points d^ un système est égale à la somme 
des projections des forces extérieures sur cet axe, 

12. Si les points du système ne sont soumis à aucune force 
extérieure, les seconds membres des équations précédentes 
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sont nuls; on en déduit les trois équations 

' v^ clx . 

dans lesquelles A, B, G sont des quantités constantes. Ainsi : 

Corollaire. — Quand un système de points matériels n'est 
soumis à aucune force extérieure, la somme des projections 
des quantités de mouvement de tous les points du système sur 
un axe fixe quelconque est constante, 

13. La considération du centre de gravité du système permet 
d'énoncer le théorème précédent d'une autre manière. Si Ton 
appelle ^1, /i, z^ les coordonnées du centre de gravité et M la 
masse totale, on a 

^Ix^L-'.y niXy 

(5) '^ Mj'i -ir-r^mj, 

et les équations (2) prennent la forme 

Théorème II. — Le mouvement du centre de gravité d'un sys- 
tème est le même que si toute la masse y était concentrée et 
toutes les forces extérieures transportées parallèlement à elles- 
mêmes. 
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Corollaire. — Quand un système n*est soumis à aucune force 
extérieure, le centre de f^raviti: reste en repos, ou se meut d'un 
mousrem,ent rectilifj;ne et uniforme. 



Théorème dei momenti des quantitéi de mouYement. 

14. Si Ton multiplie la première des équations (i) par v, la 
deuxième par x et que Ton retranche la première de la seconde 
membre à membre, on a 



m 



[^-^ — V-^ j - xi'S H-\,-f-...) — .v(\-H\, 4-...). 



En ajoutant toutes les équations de même sorte qui se rap- 
portent aux différents points du système, on obtient Téquation 

2 '"(•'" S- --•-''T^n --^(•'•V-.vX). 

En combinant de même la deuxième des équations (i) avec la 
troisième et la troisième avec la première, on a les trois équa- 
tions 

<^) i2»'(/^-'^)-2o'-=v,, 

dKr d'z 



ou bien 



(8) 






€/x dz 



^'lé"i = Ti-''Tt) ^^=^--^'^)- 



L'expression .rY— vX est le moment d'une force F par 
rapport à Taxe des z. Comme les forces intérieures sont deux 
à deux égales et opposées, leurs moments par rapport à un 
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axe quelconque sont égaux et de signes contraires ; les forces 
intérieures disparaissent donc des seconds membres. De même 

l'expression ^{^ 'jT ^y -rrr) représente le moment, par rap- 
port à Taxe des z, de la quantité de mouvement du point ma- 
tériel m. Ainsi : 

Théorème III. — La dérivée par rapport au temps de la somme 
des m,om,entSypar rapport à un axe fixe quelconque, des quan- 
tités de mouvement des différents points d'un système est 
égale à la somme des moments des forces extérieures par rap- 
port au même axe, 

15. Si le système n'est soumis à aucune force extérieure, 
les seconds membres des équations qui précèdent sont nuls; 
on en déduit 



2 



dz ^ df\ 



A', B', C étant des quantités constantes. Ainsi : 

Corollaire. — Quand un système n'est soumis à aucune force 
extérieure, la somme des moments des quantités de mouvement, 
par rapport à un axe fixe quelconque, est constante, 

16. Ce théorème peut être appliqué à un axe mobile de 
direction constante et passant par le centre de gravité. Appe- 
lons, comme précédemment, j?i, y^ z^ les coordonnées du 
centre de gravité et $, tq, Ç les coordonnées d'un point matériel 
quelconque par rapport à des axes menés par le centre de gra- 
vité parallèlement aux axes fixes; si dans la première des équa- 
tions (7) on remplace x, y, z par leurs valeurs 

et si Ton remarque que 

^ml — o, ^mri — o, ^m^ = o, 
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on a 

En vertu des équations (6), cette équation se simplifie et 
devient 

elle a même forme que les équations (7). 



Théorème dei forcei vives. 

17. On sait que la variation de la force vive d'un point ma- 
tériel, pendant un temps quelconque, est égale à la somme des 
travaux des forces qui agissent sur ce point, pendant le môme 
temps. Si Ton fait la somme de toutes les équations semblables 
qui se rapportent aux différents points du système, on obtient 
réquation 

(.0) ^2^'=2^^^ 

CTF désignant le travail de la force F. Ainsi : 

Théorème IV. — La variation de la somme des forces vices 
de tous les points d'un système, pendant un temps quelconque, 
est égale à la somme des travaux de toutes les forces, tant inté- 
rieures qu'extérieures, qui agissent sur ces différents points, 
pendant le même temps. 

Appliquons ce théorème à un déplacement infiniment petit. 
Soient ds le déplacement du point m, dx^ dy, dz ses projec- 
tions sur les axes des coordonnées; le travail d'une force F ap- 
pliquée à ce point étant égal à la somme des travaux de ses 
composantes, on a 

trav. élém. deF — X^j^-hY^/-hZ^^ 



et, par suite, 

(,i) d^^^=:^{y^dx^\dy-\-ldz). 
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18. Il existe une relation très simple entre la force vive du 
mouvement d'un système par rapport à des axes fixes et celle 
de son mouvement par rapport à des axes mobiles, de direc- 
tions constantes, et passant par le centre de gravité du sys- 
tème. 

Désignons, comme au n<» 16, par ^i, ji, Zi les coordonnées 
du centre de gravité, et par $, r^, C les coordonnées d'un point 
matériel quelconque par rapporta des axes menés parle centre 
de gravité, parallèlement aux axes fixes ; on a 

2—= ï2-'4w"^w"^(^)J 



-j2"[(ir*(§y*(i)'] 

yi /dXi d^ dy^ dr^ dzi d^\ 
"^ jZà^yW di "^ ~dr di ~^ lit di) 



Si Ton appelle v la vitesse du centre de gravité, u celle d'un 
point quelconque par rapport aux axes mobiles passant par le 
centre de gravité, et si l'on remarque que les dernières sommes 
sont nulles, l'équation précédente se réduit à 

Ainsi : 

Théorème V. — La force vive d'un système est égale à la 
Jorce vive de la masse entière supposée concentrée au centre de 
gravité, plus la force vive de ce système dans son mouvement 
relatif à des axes de directions constantes passant par le centre 
de gravité, 

19. Ceci va nous permettre d'étendre au mouvement relatif 
le théorème des forces vives. L'équation (u) devient en effet 

Mais nous avons démontré (n» 13) que le mouvement du centré 
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de gravité est le même que si toute la masse y était concentrée 
et toutes les forces transportées parallèlement à elles-mêmes. 
En appliquant à ce point de masse M le principe des forces 
vives, on a 

d ^ ^"^.dx, -r^,dy, ^"^l.dz,, 

et réquation précédente se réduit à 

(,3) d^'^^^C^dl^^dr.-^Zd:,). 

Ainsi le théorème des forces vives subsiste quand on consi- 
dère le mouvement relatif du système par rapport à des axes 
de directions constantes passant par le centre de gravité : 

Théorème Vl. — Si Von évalue la force vive de chaque point 
et le travail de chaque force dans le mouvement relatif à des 
axes de directions constantes passant par le centre de /^^ravité, 
la variation de la somme des forces vives de tous les points du 
système est égale à la somme des travaux de toutes les forces, 
tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur ces différents 
points. 

Trayail des forces intérieures. 

20. Dans l'application du théorème des forces vives, il est 
bon de distinguer les forces intérieures des forces extérieures. 
L'action mutuelle de deux molécules m et m', dont la dis- 
tance est r, se compose de deux forces égales et opposées 
mm'o{r), appliquées, l'une au premier point, l'autre au second 
point, et dirigées suivant la droite qui les joint. La fonction 
ç(r) est positive ou négative, suivant que la force est attractive 
ou répulsive. Soient x, r, z les coordonnées du point m par 
rapport aux axes fixes, x',y, z' celles du point m' \ les com- 
posantes de la force appliquée en m sont 

X^rr mm' ^{r) 
Y — mm'^{r) - 



Z = m/n'cp(r) 



x' 





X 




/• 




y' 

ff 




y 

• 




/• 




^1 




— > 
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et le travail élémentaire de cette force dans le mouvement 
absolu a pour expression 

^dx -^-\ dy -^-Zdz 

— mm' -i^^—^ [{x'—x)dx-{-{y — y)dy-h{z' — z)dz]. 

De même, le travail élémentaire de la force appliquée au 
point m' est 

— {Xdx'-{-Ydy-]-Zdz') 

mm'o(r) r/ # v , # / # v . # / / v . ,-. 
= -;r-^[{^'-^)dx'^(y-y)dy-[-(z'-z)dz']. 

En ajoutant ces deux quantités, on a le travail élémentaire de 
l'action mutuelle des deux molécules : 

f-—- [(oc'— œ) {dx'^ dx) 

{y-'y){dy-dy) + {z'--z){dz'-dz)\. 



Or réquation 

/'^—{x'—xy^iy—yY-^^z'—zY 

donne 

rdr —{x'— x) {dx'— dx)-h{j'—y) {dy'— dy)-h{z'— z) {dz'— dz). 

L'expression du travail devient ainsi 

— mm'^{r)dr = m.m! d ^{r)^ 

si Ton désigne par ^{r) une fonction ayant pour dérivée 

— cp(/-). 

La somme des travaux élémentaires des forces intérieures 
sera donc 



2. TïimJd^ {f')^=^ ^^ f^^^^' 'K '* ) • 



Il y a dans le second membre autant de termes que de combi- 
naisons des points matériels deux à deux. 

Cette expression ne renfermant que les distances mutuelles 
des points du système, il est clair que le travail des forces in- 
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léricures est le même dans le mouvement relatif (pie dans le 
mouvement absolu. 

La distance /• de deux points s'(»\primant par l<»s dinVTenec's 

des coordonnées des deux points, la quantité^ //i///''J/(/j rst 

une fonction des coordonnées de tous !t»s |)oints du système, 
fonction (juc nous désignerons par y\ ./,.)', c, ./',>', c', . . . i, 
et qui ne dépen<l <pie des positions relatives des points les 
uns par rapport aux autres. La somme {\o^ tra\aux élé- 
uHîntaires des forces intérieun's est la ditt'érentielle totale» 
fl/{.ry y, Zy.v'y y\ z\ ...) de cette» fonction. <]onc<*vons main- 
t(»nant <iue le système passe d(^ l'état caractérisé par l'indice i 
à l'état caractérisé par l'indice a, on aura, pour cette transfor- 
mation iinie, 

^GFint. - /(.'jj.v*, J5, ./'j, ...) /(.^i,.v,, c, ,./,,.. j, 

ou plus simplement 

(i4) ^CFinl. -/, /,. 

Il sera utile, connue» nous le verrons, de r(»nq)lacer la fonc- 
tion/par une fonction éjjrale» (»t de sijrnc contraire», epie» nous 
désignerons par II. De ce»tle manière, la sonnne eles traNaux 
des fe)rces intérieures, quand le» système passe ele la i)osilie)n 
[i] à la position [2], est égal à Hj— 11^. 

21. Cherchons à préciser le sens de la fonctieni II. Nous 
avons posé 

-cp(/')^ •/('•), ^mm^'l^U) - / et 11 - - /. 

La fonction ^, et par conséquent les fe)nctions/et il, qui en 
dépendent, renferment une constante arbitraire. On dénie>nlre 
en Mécanique que lorsque, pour un certain état du système, 
la valeur de la fonction/, que Ton appelle /o/ic^io/i des forces, 
est un maximum, cet état est un état d'équiUbre stable. Si la 
fonction y présente plusieurs maxima, nous considérerons le 
plus grand d'entre eux. Or on peut concevoir que l'ein ait dé- 
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terminé la constante de manière que ce plus grand des maxima 
de la fonction /soit précisément égaJ à zéro. De cette ma- 
nière, la fonction /conservera une valeur négative, et par con- 
séquent la fonction II, qui lui est égale et de signe contraire, 
restera toujours positive. 

Imaginons que le corps parte de la position d'équilibre stable 
qui correspond au plus grand des maxima de la fonction des 
forces, et vienne à sa position actuelle, le travail des forces 
intérieures pendant cette transformation est/(^, j, z, ...) — o. 
Cette quantité négative représente le travail qu'il faut dépenser 
pour tirer le corps de la position d'équilibre dont nous avons 
parlé et l'amener à sa position actuelle. Inversement, si on 
laisse le corps revenir à cette position d'équilibre, les forces 
intérieures produiront un travail positif 

0-/(^,7,-, ...) = n(^, r,-, ...)• 

La fonction n représente donc le travail positif que les forces 
intérieures seraient capables d'effectuer, si le corps quittait 
la position actuelle et revenait à la position idéale d'équilibre 
stable, qui correspond au plus grand des maxima de la fonc- 
tion des forces. 

Conservation de l'énergie. 

22. Supposons que le système ne soit soumis à aucune force 
extérieure ; la variation de la somme des forces vives de tous 
les points du système, quand le système passe de l'état [i] à 
l'état [2], est égale à la somme des travaux des forces inté- 
rieures, c'est-à-dire à/2 — /, ou à III — U^, On a donc l'équation 

mçl v^ me? 



ou 






La quantité V h n, ayant la même valeur dans deux états 

quelconques du système, conserve une valeur constante pen- 
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(laiit toute la durée du mouvement, et l*on a 



ri //M'* 



(i5) Z^ : ~ "^ " ~ coiist. 

Le premier membre de cette équation se compose de deux 
parties essentiellement positives dont la somme est constante. 
Ces deux parties peuvent se transformer Tune dans l'autre; 
quand Tune d'elles diminue, l'autre augmente d'une quantité 
égale. La première est la somme des forces vives de tous les 
points du système, la seconde le travail potentiel ({on forces in- 
térieures, ou le travail maximum qu'elles peuvent produire. 
Il est utile de donner à ces deux grandeurs des noms qui rap- 
pellent leurs analogies mécaniques. 

Nous adopterons les dénominations proposées par Hankine; 
nous appellerons énergie cinétique d'un système la somme des 
forces vives de tous les points du système, et énergie poten- 
tielle le travail maximum que peuvent produire les forces inté- 
rieures. La somme de ces deux quantités csiVénergie totale, 
ou simplement Vénergie, du système. Nous désignerons l'éner- 
gie cinétique ou la force vive par V, l'énergie potentielle par W, 
et l'énergie totale par U, de manière que U = V -h \V. L'è(pia- 
tion (i5) signifie que : 

Théorème VIL — Lorsqu'un système n'est soumis à aucune 
force extérieure, son énergie reste cofistante. 

Tel est le théorème connu sous le nom de conservation de 
r énergie. Cette énergie se compose, connue nous l'avons dit, 
de deux parties : la première, la force vive, dépend de la gran- 
deur des vitesses des différents points du système; la seconde, 
l'énergie potentielle, de leurs positions relatives. L'exemple du 
ressort comprimé (n° 9) fait bien comprendre ce qu'on entend 
par énergie potentielle. L'énergie potentielle du ressort est le 
travail qu'il est capable de produire en se détendant; ce travail 
est égal à celui qu'il a fallu effectuer pour le comprimer. 

23. Le principe de la conservation de l'énergie s'applique au 
mouvement relatif à des axes de directions constantes passant 
par le centre de gravité. Nous avons vu, en effet (n<» 18), que 
la force vive du mouvement absolu du système est égale à la 
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force vive du mouvemenl de translation, c'est-à-dire à la force 
vive de la niasse entière supposée concentrée au centre de 
gravité, plus la force vive du mouvement relatif. Si l'on désigne 
par V/ cette dernière force vive et par L / l'énergie V,- 4- W du 
système, quand on fait abstraction du mouvement du centre 

Mv2 

de gravité, on a U-:UiH — — Lorsqu'il n'y a pas de force 

extérieure, le dernier terme étant constant, Y énergie inté- 
rieure U, conserve aussi une valeur constante. 

ai-. Il est aisé de comprendre que l'énergie d'un corps me- 
sure en quelque sorte sa puissance mécanique. Considé- 
rons, par exemple, deux corps A et B {Jig. i ), unis par un fil 




inextensible et sans masse CD. Supposons qu'il n'y ait pas de 
forces extérieures ; l'énergie totale du système formé par ces 
deux corps restera constante. L'énergie du fil est nulle; en 
effet, sa masse étant nulle, sa force vive est nulle; d'autre part, 
comme il est inextensible, les deux tensions donnent des tra- 
vaux égaux et de signes contraires, et, par suite, l'énergie po- 
tentielle du fil est aussi nulle. On a donc simplement, pour ce 
système, en appelant U l'énergie du corps A, et U' celle du 

corps B, l'équation 

U 4- U' - const. 

Les deux parties de cette somme peuvent se transformer 
l'une dans l'autre par l'intermédiaire du fil. Lorsque U dimi- 
nue, U' augmente d'une quantité égale; c'est là ce qui carac- 
térise l'action mécanique du corps A sur le corps B. Suppo- 
posons que l'énergie U diminue jusqu'à devenir nulle, et, à ce 
moment, supprimons la communication des deux corps en cou- 
pant le fil; la nouvelle énergie U'' du corps B est égale, d'après 
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le théorème général, à la somme des deux précédentes, et 
l'on a 

A partir de ce moment, Ténerfrie du corps A reste constam- 
ment nulle; ce corps est arrivé à un état d'équilibre stable au 
repos, qui persistera tant que des forces extérieures n'inter- 
viendront pas. L'énerfrie totale l' du corps A mesure donc l'ac- 
tion mécanique maximum que ce corps peut exercer sur les 
corps extérieurs. 

25. En résumant ce qui précède, on voit que, lorsqu'un sys- 
tème n'ivst soumis à aucune force extérieure, trois quantités 
restent constantes : 

I** La somme (\gs projections des quantités de mouvement 
sur un axe fixo quelconque; 

2<» La somme des moments des quantités de mouvement 
par rapport à mi axe fixe quelconque, ou par rapport à un 
axe mobile de direction constante passant par le centre de 
gravité; 

3<* L'énergie totale, ainsi que l'éïK^rgie intérieure du sys- 
tème. 

Énergie des mouvements vibratoires. 

26. La force vive d'un systènie se compose, comme nous 
l'avons dit, de la force vive du mouvement de translation du 
centre de gravité et de la force* vive du mouvement relatif à 
des axes de directions constantes passant par le centre de 
gravité. 

Mais il y a lieu de distinguer encore dans cette dernière 
énergie ce qui se rapporte au njouvenjent sensible et ce qui 
se rapporte au mouvement vibratoire, qui est en général très 
rapide et impossible à observer directement. 

La force vive de chaque molécule varie pendant sa vibra- 
tion; par exemple, si la vibration est rectiligne, la force vive 
est nulle aux extrémités de l'oscillation et maximum au milieu. 
Mais un volume, même très petit, contient un grand nombre 
de molécules qui sont à toutes les phases de leurs oscillations. 
Pour évaluer la force vive de l'ensemble des molécules, il suf- 
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lira donc de prendre la force vive moyenne d'une molécule et 
de la multiplier par le nombre des molécules. 

Considérons d'abord un système de points matériels sans 
mouvement sensible et animés seulement d'un mouvement 
vibratoire. Cbaque point matériel oscille autour d'une position 
moyenne. Nous représenterons par -r^Vf .c les coordonnées do 
celte position moyenne, et par r h- E, r -h r,, ^ 4- Ç celles du 
point matériel en mouvement. Puisqu'il n'y a pas de mouve- 
ment sensible, les coordonnées a-, i', z sont indépendantes du 
temps, et l'on a 

On peut regarder un mouvement vibratoire quelconque 
comme la superposition de vibrations simples de la forme 

ç - A COS ^ -rp- - !- a j , 

r, : B C0s(4j^ -!-?j, 
?■:-(.: COs(^ -î-t)- 



Pour une vibration simple, on a 



r2 






OH 



— '■r2~ 



+ B» siiiM 2^' 4- ?) + C^ siii^(^ 



\'- -t- B^ ->- C- - A= COS ( ^ + •? a 



*f 



• • • 



La force vive varie pendant la durée d'une vibration; sa valeur 
moyenne est donnée par l'intégrale définie 



ri 1 
im- 



clt -— m Tt^ p=j 
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Dans un mouvement vibratoire complexe, le carré de la vi- 
tesse a pour expression 

V Y sinf -7^ H- a J est une somme de termes de la forme 
j, sin( -7j- -1-2J-+- rp sin( -^r -+- a' 1 * . . .; 



son carré est 



V' A' . ^/'.ir,t \ 

-^ 2a -rYjr sm ( -?j~ •ajsml -Tp,- t-a'l. 

En transformant les termes de la première somme, comme 
précédemment, et prenant la moyenne pendant un temps très 
grand par rapport à chaque période, afin de pouvoir négliger 
les termes périodiques, on obtient 

Les termes de la deuxième somme peuvent être transformés 
de la manière suivante : 

2AA' . /2T.t \ . /2TU 



— cosU-/fi + ,pj 



+ 0L-- a' I j 



2.\ paCLï3i:.\AiR2:. 

L'intégrale du second membre est une somme de sinus, et la 
valeur moyenne de cette intégrale pour un intervalle de 
temps 0, très grand par rapport à la durée de chaque période, 
est négligeable. On trouve ainsi, pour la valeur moyenne de la 
force vive du point matériel m, 






T 



i 



On conclut de là que : L'énej'^îe moyenne d'un mouvement 
vibratoire quelconque est égale à la somme des énergies 
moyennes des mouvements vibratoires simples qui le composent. 

27. Supposons maintenant que le corps soit animé en même 
temps d'un mouvement sensible et d'un mouvement vibra- 
toire. Les coordonnées d'un point matériel m h un instant 
quelconque sont encore ^-i- $, v-t-r,, z-\-^; mais les coordon- 
nées Xy y, z de la position moyenne sont ici des fonctions du 
temps. Les composantes de la vitesse de ce point sont 



djc 
dt 


-^ dt' 


dv 


d-n 


dt 


-'- dt ' 


dz 


dl 


dt 


■ dt 



dv 
Pour le point considéré, la composante -j- de la vitesse sen- 
sible peut être regardée comme constante pendant la durée 
d'une période T, si le mouvement vibratoire est simple, ou, 
plus généralement, pendant un intervalle de temps 0, petit en 
valeur absolue, mais très grand par rapport à chacune des pé- 
riodes qui entrent dans un mouvement vibratoire complexe. 
On a donc, approximativement, 

I r dx d\ , i dx r ^l^ i ï ^^«^ rf-ih 
/ dt dt dtj, dt dt ^ ^^ 
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On a d'ailleurs 



«'0 



f)./ ji W//- ^7/* fi?f 



^^0 



.» 



././• ./$ f/y ffr, fiz rr^\ 



I / / ff.r f/^ tiv fif^ ftz (lit \ . 

Les trois termes do la dernière iiité}ri"de étant nép:lip:eal)l(»s, 
comme nous venons de le voir, il n^ste 

I r m\'^ m I rh'^ ffr* ffz- . 

ô / Tv Tfr- ■ ;//* 7//^/* 



La première luirtic du second n)end)re est la force vive du 
mouvement sensible, la seconde (»sl la fon*e vive movemie du 
mouvement vibratoire. On dira donc que : 

ÏJéner^le vinétùiue d'un ctups est éf^ale à Ift somme de 
r énergie du mouvement sensible et de rênergie du mouve- 
ment vibratoire. 

Influence du mouvement vibratoire sur l'énergie potentielle. 

28. Considérons im corps sans mouvenient sensible et animé 
d'un mouvement vibratoire. L'énerjjrie i)otentielle, qui est mu* 
fonction des distances des différents points matériels, dépend 
du mouvement vibratoire et varie aussi d'une manière pério- 
dique; nous nous proposons de calculer sa valeur moyenne. 
Représentons toujours par ./*, r, z les coordonnées de la ])o- 
sition moyenne du poiiU ///; s'il n'y avait pas de mouvement 
vibratoire, Ténerj^ie i)otentielle am'ait i)om' valeur 

Pendant la vibration, les coordonnées du point m sont .r -r ?, 
f -h T,, -3 -+- Ç; alors Téner^ie i)otentielle a pour valeur 
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Les projections ;, r^, Ç du déplacement vibratoire sont très 
petites par rapport à ^, r, z; on peut donc développer cette 
fonction en série rapidement décroissante et écrire, en se bor- 
nant aux termes du second degré, 



W^F{^,y,z,^',y',z',...)-i-^U-^-, + ^K + 



dF. dF dF 
dy 



La fonction W ayant une valeur minimum dans l'état d'équi- 

clF d¥ dF 
libre, les dérivées premières y- ' -t-,> 77 ' • • • sont nulles, et la 

ctjc (i y ci^ 

seconde partie est positive. Ainsi la vibration augmente l'éner- 
gie potentielle. La valeur moyenne de l'augmentation est 

(^9)4[^A^+^B^+^C-..^^^>Bcos(a-?)+...J^ 

On conclut de là que la vibration augmente la valeur 
moyenne de V énergie potentielle , sans que les positions 
moyennes des molécules soient changées, c'est-à-dire sans que 
rétat apparent du corps soit modifié. On peut expliquer ainsi 
la dilatation des corps par la clialeur. 

Cas où il y a des forces extérieures. 

29. Nous avons trouvé l'équation des forces vives dans le 
cas le plus général (17) : 

(20) a2^- --=2^*''^"^--''-2^'''^^^* 

Si le corps a passé de l'état [i] à l'état [2], on a (n<> 20) 

2sFint.=/2-/r-ili-ii2, 
et l'équation (20) devient 
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OU bien 

AV^-AW=:2^Fext., 

c'est-à-dire 

(21) Al-^GFext. 

Ainsi : 

Théorème VIII, — La variation de réner^ie d'un système est 
égaie â ia somme des travaux des forces extérieures, 

30. Nous avons vu (|ue le théorème des forces vives sul)siste 
dans le mouvement relatif ii des axes de directions constantes 
passant par le centre de frravilé (n» 19), et Ton a 

C désignant le travail dans le mouvement relatif. Le travail 
des forces intérieures étant le même dans le mouvement rela- 
tif que dans le mouvement absolu, cette équation peut être 
mise sous la forme 

AV, f-AW r^G'Fext., 

ou 

[9/A) Al/.~2G'Fext. 

Ainsi : 

Théorème IX. — La variation de l'énergie intérieure d'un 
système est égaie à la somme des travaux des forces extérieures 
dans le mouvement relatif à des axes de directions constantes 
passant par le centre de gravité, 

31. Outre Taction des forces extérieures proprement dites, 
le corps peut recevoir une certaine quantité d'énergie calori- 
fique qui lui vient du dehors, ou bien il peut i)erdrc une cer- 
taine quantité d'énergie calorifique qu'il conimunique aux 
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corps extérieurs. Cet échange de chaleur a lieu par rayonne- 
ment ou par conductihilité, et voici comment on conçoit qu'il 
s'effectue : 

Quand un corps est animé d'un mouvement vibratoire mo- 
léculaire, l'éther que possède le corps participe au mouvement; 
ce mouvement se communique à l'éther ambiant, dans lequel 
il se propage par ondes successives, et l'éther ne conservée rien 
du mouvement vibratoire qu'il a servi à transmettre; c'est là 
ce qui constitue le rayonnement de la chaleur. 

Inversement, quand une onde calorifique rencontre un 
corps, elle communique une partie de son énergie à l'éther 
que renferme le corps et aux molécules elles-mêmes; le corps 
entre alors en vibration, ou bien le mouvement vibratoire 
qu'il possédait est augmenté; le corps a absorbé une certaine 
quantité de chaleur. 

Enfin, quand une molécule d'un corps est en vibration, elle 
communique cette vibration aux molécules voisines, et le mou- 
vement se propage ainsi de proche en proche : il y a alors 
communication de chaleur par conductibilité. Il est probable 
que l'éther intervient encore dans ce dernier cas. 

Nous appellerons quantité de chaleur la quantité de force 
vive quise rapporte aux mouvements vibratoires, et, plus géné- 
ralement, à tous les mouvements qui produisent les phéno- 
mènes calorifiques; de sorte que l'unité de chaleur sera l'unité 
mécanique de force vive ou de travail, c'est-à-dire le kilo- 
gramme tre. 

32. Supposons donc qu'une certaine quantité de chaleur Q, 
venant du dehors, pénètre dans le corps; elle augmentera 
d'autant l'énergie du corps, et l'équation (21) deviendra 

(23) AU^V(?Foxt. -hQ. 

Si au contraire le corps dégage une quantité de chaleur Q', 
son énergie sera diminuée d'autant, et l'équation (21) de- 
viendra 



AU-=:2)sFext.-Q\ 
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On a ainsi le tliéorèmo général suivant : 

Théorème X. — Dans tout sYslcnir, la vari/tlio/t de l'cner^ie 
est égale à la somme des travaux des forces e.rtrrieures, plus 
ou moins la quantité de chaleur ahs(trbée ou dégagée. 

Mais on peut comprendre les deux eas dans la même é<|ua- 
tion(23); il suffît dere;xar(ler une<piantitéde chah'nr absorbée 
comme positive, dégajréc» connne néjrative. 

On peut répéter les mém(»s raisonnements en considérant, 
non plus le mouvement absolu, mais le mou\<Mnent relatif à 
des axes de directions constantes passant parle centre de {rrii- 
vité. Si une quantité de cbaleur Q est absorbée» ou dégagée 
par le corps, elle augmentera ou diminuera (rautant son én(»r- 
gic intérieure, et Téquation {-iw) devicMidra 

(24) AL/ .--i^rFext.-HO. 

Théorème XI. — Dans tout système, la variation de r énergie 
intérieure est égale à la somme des travaux des forces exté- 
rieures, estimés dans le mouvement relatif à des axes de direc- 
tions constantes passant par le centre de gravité, plus ou moins 
la quantité de chaleur absorbée ou dégagée. 



Travail des pressions extérieures. 

33. Ordinairement les forces extérieures consistent en pres- 
sions normales s'exerçanl sur la surface du corps. Le corps V 
reçoit d'un autre corps une pression P et réagit sur lui avec 
une force égale et contraire — P; il (îst clair (jue la somme des 
travaux des pressions extérieures que supporte le corps A est 
égale et de signe contraire à la somme des travaux des réactions 
exercées par le corps A sur les corps extérieurs. Si donc on 
appelle S la somme des travaux des réactions exercées par le 
corps A sur les corps extérieurs, la somme des travaux des 
pressions extérieures s'exerçant sur le corps A sera — S; 
l'équation (23) devient 

(25) AU-i.Q-S, 
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et le théorème X s'énonce de la manière suivante : 

La variation de V énergie (Van corps est éf^ale à la quantité 
(le chaleur absorbée ou dégagée par ce corps, moins le travail 
extérieur accompli ou reçu par le corps. 

Le même théorème a lieu dans le mouvement relatif à des 
axes de directions constantes passant par le centre de gravité. 
Si Ton désigne par S' le travail extérieur accompli par le corps A, 
travail évalué dans ce mouvement relatif, l'équation (24) de- 
vient 

(26) AU/--=Q — S', 

et le théorème XI s'énonce ainsi : 

La variation de V énergie intérieure d^ un corps est égale à la 
quantité de chaleur absorbée ou dégagée par le corps, moins le 
travail extérieur accompli ou reçu par le corps dans le mou- 
vement relatif à des axes de directions constantes passant par le 
centre de gravité, 

34. Si le corps, après une série de transformations, revient 
à sa position et à son état primitifs, c'est-à-dire si chaque point 
matériel revient à sa position primitive et reprend la même 
vitesse, il est clair que la force vive V et l'énergie potentielle W 
du corps reprennent les mômes valeurs, ainsi que l'énergie 
totale U — V 4- W. On a donc, dans ce cas, AU = o, et l'équa- 
tion (2.5) se réduit à 

(27) Q = S. 

Il y a deux cas à distinguer, suivant que les quantités Q et S 
sont positives ou négatives. Dans le premier cas, le corps ab- 
sorbe de la chaleur et accomplit un travail extérieur égal ; dans 
le second cas, le corps reçoit au contraire un travail extérieur 
et dégage une quantité égale de chaleur. Ces deux cas sont 
compris dans un même énoncé : 

Lorsque le corps revient au même état, la quantité de cha- 
leur absorbée ou dégagée par le corps est égale au travail 
extérieur accompli ou reçu par le corps. 

Les machines thermiques ont pour but de transformer la 
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chaleur en travail, ou, inversement, le travail en chaleur ou 
en lumière. Dans toutes ces machines, le mouvement est pé- 
riodique et réqualion précédente est vraie pour un intervalle 
de temps égal à un nomhre entier de périodes. 



Travail eztérienr dans le cas d'une pression uniforme. 

35. Les pressions (extérieures se réduisent le plus souvent à 
une pression uniforme s*e\errant sur toute» la surface du corps. 
Dans ce cas, le travail extérieur peut être exprimé d'une ma- 
nière très simple. 

Soient v le volume d*un corps, p la pression qu'il supporte 
par mètre carré, un élément w de la surface supportera la pres- 
sion ptii. Supposons que le corps éprouve un changement de 
volume infiniment petit, et soit h la portion de normale com- 
prise entre l'élément o) et la nouvelle surface du corps, por- 
tion de normale affectée du signe -+- ou du signe —, suivant 
qu'elle est portée en dehors ou en dedans du volume primitif. 
Le travail de la réaction exercée par le corps sur le milieu 
extérieur est pta/i pour l'élément de surface w; le travail to- 
tal ciS accompli par le corps est 

r/S -7 poi/t -- /> / 0)//. 

Mais co/i (y?/^. a) est, avec le signe convenahle, l'accroissement 

Fig. 3. 
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de volume relatif à l'élément de surface w, et par conséquent 
y' (o/i est la variation de volume dv du corps. On a donc 

(28) dè—pdw 
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Il est à remarquer que, si le volume reste constant pendant 
que le corps se déplace ou se déforme, la somme algébrique 
des travaux des réactions exercées par les éléments de la sur- 
face du corps sur le milieu extérieur est nulle. D'après cela, 
dans le cas dont nous nous occupons, c'est-à-dire dans le cas 
d'une pression uniforme, le travail est indépendant des axes 
de coordonnées auxquels on rapporte le mouvement, que ces 
axes soient fixes ou mobiles d'une manière quelconque; car, 
si l'on suppose que le corps, d'abord solidifié et lié aux axes 
mobiles, soit transporté avec eux dans leur nouvelle position, 
puis se dilate ou se contracte, le travail qui se rapporte au pre- 
mier déplacement étant nul, le travail correspondant au dépla- 
cement total sera égal au travail correspondant au déplacement 
relatif. 
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THERMODYNAMIQUE. 



CIIAPITUE I. 

ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS PHYSIQUES DES œRPS. 

Température. — Lignes isothermes. — Passage de l'état liquide à Tétat de 
vapeur. — Loi d'An<lre>vs. -- \apeur sursaturante. — Liquida surrliauiï>'\ 
— Passage de l'état liquide à Télal solide. - Surfusinn. — Lignes adiaha- 
tiqucs. 



Température. 

36. Lorsque deux corps sont mis en rel.ition, Tun dVux se 
comporte généralement conmie une source de chaleur; il se 
refroidit pendant que le second s'échauffe. Coi échange de 
chaleur entre les corps peut avoir lieu de différentes njanières. 
Si les corps sont en contact direct, ou s'ils sont séparés par des 
corps pondérables qui participent au mouvement caloriliijue, 
la communication de chaleur se fait par conductibilité. Si, au 
contraire, il n'y a pas de corps intermédiaires, ou si les corps 
pondérables intermédiaires ne participent pas au mouvement 
calorifique, la communication de chaleur se fait par rayonne- 
ment. Enfin, l'échange de chaleur peut avoir lieu en même 
temps par rayonnement el par conductibilité. 

Dans tous les cas, si aucune cause extérieure n'intervient, 
les deux corps arrivent à un élat qui persiste indéfiniment; on 
dit qu'ils sont alors en équilibre de température ou qu'ils ont 
la même température. C'est un état d'équilibre mobile, parce 
qu'on suppose qu'il y a entre eux des échanges de chaleur 
continuels et équivalents. 

Quand l'équilibre a lieu entre deux corps, il est indépendant 

B. — Chaleur, 3 
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(le la disposition qu'on leur donne; on en conclut que Téqui- 
libre de température est un état parfaitement défini, qui ne 
peut avoir lieu que d'une seule manière. 

Si deux corps A et B sont en équilibre de température avec 
un troisième corps C, l'expérience indique qu'ils sont entre 
eux en équilibre de température. 

Quand deux corps mis en relation ne sont pas en équilibre 
de température, celui qui envoie le plus de chaleur à l'autre 
est dit à une température plus élevée. Si un corps A est à une 
température plus élevée qu'un deuxième corps B, et si celui-ci 
est en équilibre avec un troisième corps C, l'expérience in- 
dique que le corps A est aussi à une température plus élevée 
que le corps G. Supposons de même que le corps B soit à une 
température plus élevée que C et moins élevée que A, et qu'on 
laisse refroidir le corps A jusqu'à ce qu'il soit en équilibre 
avec G, on constate qu'il passe par la température du corps 
intermédiaire B. 

En d'autres termes, on peut, en classant les corps d'après 
leurs réactions calorifiques, construire une échelle des tem- 
pératures, et cette échelle des températures est unique. 

Supposons qu'on mette un même corps P successivement 
en équilibre de température avec tous les corps de l'échelle 
précédente, il passera par une série d'états successifs qui 
pourront servir à caractériser les différentes températures : 
ce sera un thermomètre. 

37. L'objet principal de la Thermodynamique est d'étudier 
les transformations d'un corps homogène, ayant dans toute 
son étendue la même densité ou le même volume spécifique r 
(le volume spécifique est le volume de l'unité de poids), la 
même température t, et soumis sur toute sa surface à une 
pression uniforme /?. Il existe entre ces trois quantités t, c, p 
une relation; car l'expérience apprend que, quand l'une quel- 
conque d'entre elles reste constante, et qu'une autre varie, la 
troisième varie également. Par exemple, quand, la pression 
restant constante, la température varie, le volume varie. On 
peut caractériser l'état du corps à l'aide de deux quelconques 
de ces trois quantités. Nous adopterons de préférence, pour le 
moment, le volume spécifique v et la pression /?. 
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Une représentation fjéoinotriquo aidera beaucoup à suivre 
l<*s raisonnements. Ayant trac*'» dans un plan deux axes rectan- 
jrulaires Ot' et ()/> ( //a'. 3), on nianiuera le point M du plan, 
dont Tabscisse OA est éjrale à \\ et l'ordonnée MA à /»; la po- 
sition du point M représentera Tétat du corps; si le corps 

Fig. 3. 
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éprouve des transformations successives, la suite de ces trans- 
formations sera figurée par la ligne décrite par le point M dans 
le plan. 

Lignes isothermes. 

38. Une première série d'expériences nous donnera les lignes 
d'égale température ou /i:^^ncs isothermes. Soit Mj ( //f ^ î) 

Fie- '«• 







i>, 
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Tétat d'un corps à la température t^ ; si Ton fait varier la pres- 
sion, la température restant constante, le volume variera (»t la 
suite des transformations sera figurée par la ligne isothcnnie 
CiDj, qui correspond à la température ^,. 



36 



PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. 



Le corps étant ramené à l'état Mj, supposons que, la pression 
restant constante, on élève la température de t^ à ^„ le corps 
se dilatera en général, décrivant une droite M1M2, parallèle à 
l'axe O^'; le corps étant ainsi amené à l'état Mj, si, la tempé- 
rature ^2 restant constante, on fait varier la pression, la suite 
des transformations sera figurée par une autre ligne isotherme 
CjDj, et ainsi de suite. 

L'ensemble des lignes isothermes peut être représenté par 
l'équation 



(I) 



f{^>P)-^t. 



Elle permet, deux des quantités t, r, p étant données, d'en 
déduire la troisième. 

39. Quand un corps va de l'état M à un état voisin M' sur la 
ligne isotherme t {fig* 5), à une diminution MH du volume 

Fig. 5. 
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correspond une augmentation M' H de la pression ; la limite 
du rapport de l'accroissement de la pression à la diminution 
relative du volume est ce qu'on appelle Xélasticité à tempé- 
rature constante. 
On a ainsi 



(2) 



^■={p!^-'-^):- 



nous indiquons par l'indice t que la température reste con- 
stante. Si l'on mène la tangente par le point M à la ligne iso- 
therme, l'élasticité à température constante est représentée 
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par la longueur de la portion PE do Taxe Oy?, comprise entre 
le point P, projection du point M, et le point £, où la tangente 
coupe Taxe. 

ko. Gaz. — On ne connaît pas Téquation des lignes iso- 
thermes pour les corps de nature (|uelconque. On ne la con- 
naît, et seulement d'une manière approchée, que pour les gaz 
qui suivent à peu près la loi de Mariotte; cette loi expérimen- 
tale consiste en ce que, à la même température, le produit ♦•/> 
du volume par la pression est constant; les lij^nes isothermes 
pour les gaz sont donc des hyperboles équilatères. Dans ce 
cas, Télasticité à température constante est égale à la pression 
elle-même p. 

Jusqu'ici, nous n'avons adopté aucun mode particulier de 
graduation pour l'échelle des températures. A cause de la pro- 
priété générale des gaz dont nous venons de parler, on em- 
ploie de préférence le thermomètre à gaz, et l'on gradu<' 
l'échelle par les variations du volume d'une même masse d(» 
gaz, sous la même pression. Soient i'o et i\ les volumes d'une 
masse de gaz à deux températures déterminées toCi t^ sous la 
pression /?o, ^' le volume à une température quelcoiupie t sous 
la même pression; en écrivant que les variations de la tempé- 
rature sont proportionnelles à celles du volume, on a 

t— tç, _ <j-_l'o . 

t\ Iq i'i i'o 

Les deux températures fixes t^ et t^ se rapportent à dos 
phénomènes physiques bien déterminés; on a choisi la tem- 
pérature de la fusion de la glace et celle de l'ébullition de l'eau 
sous la pression de 760™"" de mercure, et l'on fait Lq = o, 
^1 z=: 100. Si l'on pose 

i'i — i'o 
t'oUi"^o) 

la relation précédente devient 

Le nombre a est ce qu'on appelle le coefficient de dilatation 
du gaz. L'expérience apprend qu'il est à peu près le môme 
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pour tous les gaz, et qu'il est indépendant de la pression /?o; 
sa valeur est j-}^. 

On en déduit l'équation des lignes isothermes. Soient Çq 1^ 
volume d'un poids de gaz égal à i^«, à la température zéro, 
sous la pression po égale au poids de 760"»"» de mercure, v le 
volume de la môme masse de gaz à la température t, sous la 
pression /?. Appelons c' le volume qu'occuperait cette masse 
de gaz à la température t, sous la pression /?o. On a, d'une 
part, d'après la relation précédente, 

r'=ro(i4-aO, 

d'autre part, d'après la loi de Mariotte, 

on en déduit 

(3) ('/?:- r„/?o(i-i-aO. 

Telle est l'équation des lignes isothermes pour les gaz, ou la 
relation qui existe entre la température, Je volume et la pression. 

Passage de l'état liquide à Tétat de vapeur, et réciproquement. 

41. On a observé que, lorsque, dans un vase clos, maintenu 
à une température constante t, se trouvent en contact deux 
parties d'une même substance, l'une à l'état liquide, l'autre à 
l'état de vapeur, et que la surface de contact est plane, la den- 
sité et la pression de la vapeur tendent vers des limites déter- 
minées, indépendantes de la quantité de liquide. Dans cet état, 
la vapeur est dite vapeur saturante en présence d'une sur- 
face liquide plane, ou simplement vapeur saturante normale. 
La densité et la pression de la vapeur saturante normale sont 
des fonctions de la température. Soit7^=:F(^) cette pression; 
on dit aussi que p est la pression normale de vaporisation ou 
de liquéfaction à la température t, et, réciproquement, que / 
est la température normale de vaporisation ou de liquéfaction 
sous la pression/?. 

Les liquides éprouvent en général une diminution très faible 
de volume quand la pression augmente; il en résulte que leur 
élasticité est très grande et que leurs lignes isothermes dif- 
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fèrent peu de droites parallèles à l'axe 0/>. Soil C\ la partie 
de Ja ligne isotherme relative à Tétai liquide d'une substance 
(fig. 6); la pression diminue très rapidement , quand le vo- 

Fit'. (). 




-tl^U'V ^ 




lume augmente; en A, la pression est devenue égale à la 
pression normale de vaporisation à la température ^; à ce mo- 
ment, si un espace libre en contact avec le liquide par une 
surface plane se présente, la vaporisation commence, et elle 
se continue à mesure que le volume augmente, jusqu'à ce que 
tout le liquide soit transformé en vapeur; pendant toute la 
durée de la transformation, la vapeur, étant en contact avec une 
surface liquide plane, est à l'état de vapeur saturante nor- 
male; sa pression reste constante et, par conséquent, la por- 
tion de la ligne isotherme qui se rapporte à cette transforma- 
tion du liquide en vapeur est une droite AB parallèle à l'axe 
Or. En B tout le liquide esl converti en vapeur; à partir de là, 
le volume de la vapeur augmentant, la pression diminue indé- 
finiment et l'arc BD, qui se rapporte à l'état de vapeur pure, 
se rapproche d'une branche d'hyperbole. On a ainsi la ligne 
isotherme CABD, relative à la température t. 

Inversement, si la vapeur pari de l'état 1) et que le volume 
diminue, la pression augmente et devient en B égale à la près- 
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sion normale de liquéfaction ; si, à ce moment, il se forme une 
petite quantité de liquide présentant une surface plane, la 
vapeur se liquéfie peu à peu à mesure que le volume diminue, 
et, pendant tout le temps que dure la liquéfaction, la pression 
reste constante; en A, toute la vapeur est revenue à Tétat 
liquide. 

Désignons par u le volume spécifique PA du liquide sous la 
pression normale de vaporisation, par u' le volume spécifique 
PB de la vapeur saturante normale, par v le volume PM d'un 
mélange formé d'un poids x de vapeur et d'un poids i — j? de 
liquide; on a 



d'où 
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Ainsi l'état M du mélange coïncide avec le centre de gravité 
du poids I — ^ de liquide placé en A et du poids x de vapeur 
placé en B. 

42. Loi d' Andrews. — Considérons la série des lignes iso- 
thermes CABD, Ci Ai BjDi, CzAsBjDi, ..., qui correspondent 
à des températures t, ^i, ^j, . . ., de plus en plus élevées. Le 
lieu des points A, Ai, Aj, . . ., qui se rapportent à l'état liquide 
sous la pression normale de vaporisation, forme une ligne 4L 
qui s'élève en s'écartant un peu de l'axe Op. Le lieu des points 
B, Bi, B2, ..., qui se rapportent à l'état de vapeur saturante 
normale, forme une ligne ^^ qui s'élève en se rapprochant assez 
rapidement de l'axe Op. Les parties rectilignes AB, AiB„ 
AjBg, ..., relatives à la transformation du liquide en vapeur, 
ou inversement, sont de plus en plus petites. Il est probable, 
d'après cela, que les deux lignes 4^et t?, qui se rapprochent de 
plus en plus, se raccordent en un point A', où elles sont tan- 
gentes à une ligne isotherme C'A'D', correspondant à la tem- 
pérature t' ; les lignes isothermes C"Y^\ ÇJ^Wy ..., relatives à 
des températures t\ t"', . . ., de plus en plus élevées, n'ont plus 
de parties rectilignes et tendent vers la forme hyperbolique qui 
convient aux gaz. Il en résulte que la liquéfaction de la vapeur 
ne s'opère qu'à des températures inférieures à une température 
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limite t'; lorsque la température est supérieure à /', la liqué- 
faction n'est plus possible et la forme fçazeuse se conserve 
indéfmimenty quelle que soit la grandeur de la pression ou la 
diminution du volume. 

C'est la loi que M. Andrews a reconnue sur Tacide carbonique 
et qu'on a étendue par analogie à tous les gaz. Pour l'acide 
carbonique 9 la température limite au-dessous de laquelle 
s'opère la liquéfaction est 3i% et la pression correspondante 
73**™. Pour l'éther, elle est de 187® sous la pression de 37**°',5; 
pour l'alcool, de 258" sous la pression de 119"*°". Pour l'eau, 
d'après les expériences de Cagniard-Latour, elle serait de ^12: 
Pour l'oxygène, l'azote, l'hydrogène, celte température limite 
est au contraire très basse; elle est probablement inférieure à 
— ioo<»; c'est en produisant un grand abaissement de la tempé- 
rature, par une expansion rapide, que M. Cailletet est parvenu 
à liquéfier ces gaz. 

43. Hypothèse de James Thomson, — Si l'on considère la 
ligne isotherme CABD {Jig. 7), qui correspond à la tempéra- 

Fig. 7. 








ture ^, on remarque qu'aux points A et B l'inclinaison de la 
tangente et par conséquent l'élasticité éprouvent un change- 
ment brusque. Cette discontinuité provient sans doute de ce 
que la partie rectiligne AB se rapporte, non pas à un état ho- 
mogène comme les parties CA et BD, relatives à l'état liquide 
et à l'état de vapeur, mais à un mélange de liquide et de vapeur. 
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M. James Tliomson a pensé que, si le corps restait homogène, 
la courhe ne présenterait plus rie discontinuilé et aurait une 
Torme sinueuse, telle que CAGHBU, la parlieCAd se rapportant 
h l'état liquide, la partie HBIt h l'éiat de vapeur et la partie in- 
termédiaire (JIH à un état instable qui ne peut Otre observé. 
Menons à cette courbe les tangentes horizontales GP', HP' ; 
à la lenipéralure /, sous une pression OPi, intermédiaire entre 
OP'etOP', le corps, supposé homogène, présente trois états 
d'équilibre, savoir : l'état liquide E, l'état de vapeur F et l'état 
instable I. II est aisé de voir que les deux premiers états sont 
stables, mais que le dernier est instable. Nous supposons que 
le cor|)s soit en libre communication de chaleur avec le milieu 
ambiant qui est à la température f et à la pression /»i ; si Ton 
dérange le corps de la position d'équilibre F, et qu'on l'amène 
en un point voisin sur la ligne isotherme HBD, en diminuant 
son volume, la pression intérieure devenant plus grande que 
la pression extérieure />,, le corps, abandonné à lui-môme, se 
dilatera et reviendra en F; de même, si l'on augmente Je vo- 
lume, la pression intérieure devenant moindre que la pres- 
sion extérieure jji, celle-ci l'emportera et comprimera le corps 
pour le ramener en F; ainsi l'élat de vapeur F est un état 
d'équilibre stable. 11 en est de même de l'état liquide E. Mais 
l'état I est instable; car, si le volume augmentait un peu sur 
la ligne isotherme III, la pression intérieure devenant plus 
grande que la pression extérieure pi, le corps, abandonné à 
lui-même, se dilaterait encore plus et s'éloignerait de la po- 
sition I; rie même, si le volume diminuait un peu, la pression 
intérieure devenant moindre que la pression extérieure, le 
volume continuerait â diminuer cl s'éloignerait encore de la 
position d'équilibre, 

44. Vapeur sous une pression plus grande que la pression 
normale de liquéfaction. — Cette forme sinueuse BCIIB, at- 
tribuée à la ligne isotherme par M. James Thomson pour rem- 
placer la partie rectiligne AB, permet de rattacher à la loi 
générale des transformations deux catégories de phénomènes 
que l'on regardait auparavant comme des exceptions. Considé- 
rons l'arc BH. A la température t, OP est la pression maximum 
de la vapeur en contact avec une surface liquide plane. Quand 



aUf-'UiiG pai'lie liquitle n'csl iiu^lrp à la v.ipour. cello-ti peiil 
être aiiiGiit'e â la tempûi-alurc l, sur l'arc 1111, à tlos pressions 
(le plus PII plus grandes, sans li<[uéraclion parlielle. l'ar 
exemplo, en K, la vapeur supporte une pression 0I>, supé- 
rieure à la pression normale de liquéfaction Ul* relalivc à la 
même température /; elle a une densité plus graniie que celle 
de la vapeur saturante normale à la température (. En envi- 
sageant le phénomène à un autre point de vue, ou peut dire 
aussi qu'en K la vapeur est à une température ( inférieure à 
la température normale de liquéfactiou (, sous la même pres- 
sion OPi. 

Quand la vapeur a été amenée à l'état K sur l'arc DU, si, 
dans le vase dont le vntnmeest I*,K, lise Torme, par une cause 
quelconque, une gouttelette liquide d'une dimension conve- 
nable, ou simplement une mince couche liquide en contact avec 
la vapeur par une surface sensiblement plane, l'équilibre est 
immédiatement rompu; il s'établit un nouvel état d'équilibre, 
caractérisé par le même point K, indiquant un mélange de 
liquide et de vapeur sur la droite A,B„ h une lempéruture t, 
supérieure à (, sous la pression OPi; une partie de la vapeur 
proportionnelle à la longueur B,K s'est liquéfiée. 

43, Liquide xoii.i une pression plus petite que In pressinii 
normale fie vaporisation. — Considérons maintenanl l'arc Ail. 
A la température t, OP est la pression minimum du liquide 
en contact avec la vapeur par une surface plane. Quand le li- 
quide n'est eu contact avec aucune bulle de vapeur, on peut 
l'amener h la température (, sur l'arc AG, à des pressions de 
plus en plus faibles, sans vaporisation partielle. Par exemple, 
en E, le liquide est sâuniis à une pression ()P, inférieure à la 
pression normale de vaporisation OP relative à la même tem- 
pérature t. On peut dire aussi qu'en E le liquide est à une tem- 
pérature l supérieure à la température normale de vaporisa- 
tion f, sous la même pression OPf ' 

Quand le liquide a été amené ii l'état E sur l'arc A<j, si, dans 
le vase dont le volume est P|E, il se forme, par une cause 
quelconque, une bulle de vapeur d'une dimension convenable, 
ou simplement une mince couche de vapeur en contact avec 
le liquide jiar une surface sensiblement plane, l'éipiilibrc esl 
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imniédiatenietil rompu; il s'établit un nouvel état d'équilibre 
caractérisé par le point E, indiquant un mélange de liquide et 
de vapeur sur la droite AiBi, h une température t, inférieure 
à /, sous la même pression OPi ; une partie du liquide propor- 
tionnelle à la longueur A, E s'est vaporisée. ^ 



Passage da l'âtat liquide à l'état solide, a 

M. Les considérations précédentes s'appliquent à ce chan- 
gement d'état. Lorsque, dans un vase maintenu à une tempé- 
rature constante (, se trouvent en contact par une surface 
plane deux parties d'une même substance, l'une à l'état liquide, 
l'autre à l'état solide, la pression a une valeur déterminée, in- 
dépendante de la quantité de liquide; cette pression est une 
fonction/) — F(() de la température. On dit que c'est la pres- 
sion normale de fusion ou de solidification ù ta température l, 
et, réciproqueraenl, que t est la température normale de fu- 
sion ou de solidldcation sous la pression p. 

En général, le volume du liquide est plus grand que celui 
du solide; ia,Jig. 7 pourra semr à rcpréscnler la transforma- 
tion CA se rapportant à l'état solide, Bl) à l'état liquide, et la 
partie recliligne AB au passage du premier état au second. 

Lorsque le liquide est privé de toute particule solide, il peut 
être amené à la température t, sur l'arc lïU, à des pressions 
plus grandes que la pression normale de solidification OP 
relative à la température t, sans qu'il se produise de solidi- 
lication partielle. On peut dire aussi qu'en K, par exemple, 
le liquide est aune lempérature t inférieure à la température 
normale fi de solidillcation, sous la même pression DP,. Si 
l'on introduit dans le vase une particule solide, une partie do 
liquide se solidilie brusquement. 

De même, le solide peut être amené sur l'arc AG, en E, par 
exemple, à une température t supérieure à la température 
normale *, de fusion, so«s la même pression OPi, 

L'eau présente une particularité remarquable; le volume de 
la glace étant plus grand que celui de l'eau, la figure est inter- 
vertie; la partie CA se rapporte à l'état liquide, et la partie BD 
à l'état solide. Ici la température (, est supérieure à / et t su- 
périeure il (j! car, si l'on suppose, par exemple, que l'eau soit 
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à rélal A à la température /==o, et qu'on élève la température 
de zéro à 2** sous la même pression OP, le volume diminuant, 
Teau viendra en M sur la ligne isotherme /| = 3. 

Le phénomène de surl'usion subsiste: Teau, privée de toute 
particule solide, peut être amenée sur Tare A(i à une tempé- 
rature t inférieure à la température normale /| de congéla- 
tion sous la pression OP. On remarque aussi que la tempéra- 
ture normale de congélation de l'eau, ou de fusion de la glace, 
s'abaisse quand la pression augmente; par exemple, la tempé- 
rature de fusion t^ sous la pression OP, est inférieure a la tem- 
pérature de fusion t sous la pression OP, 

Lignes adiabatiques. 

47. Le corps partant d'un état caractérisé par un point M 
pris arbitrairement sur une ligne isotherme i (y/^'.8) et étant 
placé dans une enveloppe imperméable à la chaleur, si Ton fait 

Fig. 8. 
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varier la pression, on reconnaît que le volume varie suivant une 
certaine loi; il existe donc, pour un état initial donné M, une 
relation entre le volume et la pression 

(4) F(i',/.)=:|X, 

la constante p. dépendant de Tétat initial M. 

On a donné à la ligne figurant la suite des transformations 
le nom de ligne adiabatique ou de nulle transmission. Une 
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série d'expériences pour chaque corps déterminera l'ensemble 
des lignes adiabatiques. 

Quand on comprime le corps de M en M' suivant la ligne 
adiabatique |x, c'est-à-dire sans gain ni perte de chaleur, la 
température augmente de / à ^'; la ligne isotherme t\ qui 
passe par le point M', est en général placée au-dessus de la 
ligne isotherme ^ et la ligne adiabatique {x coupe la ligne iso- 
therme t comme l'indique la figure, la partie gauche de la 
ligne |x passant au-dessus de la ligne t. 

4-8. Le corps allant de M à M', le volume diminue et la pres- 
sion augmente; la limite du rapport de l'accroissement de la 
pression à la diminution relative du volume est ce qu'on ap- 
pelle X élasticité suivant une ligne adiabatique. Si on la désigne 
par Ejt, on a 

dv 



(5) E^:=:- tM-r-M 



I* 



l'indice |x indiquant une variation sur la ligne adiabatique jx. 
^ Si l'on mène la tangente ME' à la ligne adiabatique, cette élas- 
ticité est représentée par la longueur de la portion PE' de 
l'axe 0/?, comprise entre le point P, projection du point M sur 
l'axe, et le point E', où la tangente rencontre l'axe. Cette se- 
conde élasticité PE' est plus grande que l'élasticité PE à tem- 
pérature constante (n'» 39). 
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Transformations réversibles. 

49. Nous avons représenté l'étal d'un corps homogène, sou- 
mis à une pression uniforme sur toute sa surface, par la posi- 
tion dans un plan d'un point M îiyant pour coordonnées le vo- 
lume spécifique v el la pression /> par rapport à deux axes 
rectangulaires Or et ()/? tracés dans le plan. 

Quand le corps va de Tétat A à l'état B (/'A'. 9), la suite des 
transformations est figurée par une ligne AMB. Ce mode de 
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représentation offre cet avantage que le travail S des réactions 
exercées par le corps sur le milieu extérieur est représenté 
par Taire plane ABB'A', comprise entre la courbe AMB, Taxe 
Ov et les deux ordonnées extrêmes AA'et BB'. Nous avons vu, 
en effet (n® 35), que le travail correspondant à une transforma- 
tion infiniment petite MN est exprimé par la formule clS=pdv; 
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il est égal à l'aire du petit rectangle MNN'M'. Pour la trans- 
formation AMB, le travail est par conséquent égal à l'aire 
ABB'A'. 11 est positif ou négatif, suivant que l'ordonnée finale 
BB' est située à droite ou à gauche de l'ordonnée initiale AA'; 
dans le premier cas, le corps accomplit un travail extérieur; 
dans le second cas, il reçoit au contraire des forces extérieures 
une certaine quantité de travail. 

Pendant la transformation infiniment petite MN, le corps 
absorbe ou dégage une quantité de chaleur dQ; il accomplit 
ou reçoit un travail extérieur dSz=.pci^'; son énergie inté- 
rieure éprouve une variation d\] et l'on a entre ces trois quan- 
tités, d'après le théorème des forces vives (n** 33), la relation 

(i) ^Q — d\j -\~pdr. 

Pendant la transformation inverse NM, il est clair que les 
deux quantités d[] et ^S changent de signe, et par conséquent 
que la quantité dQ change elle-même de signe. 

50. Imaginons que le corps dont nous suivons les transfor- 
mations soit en communication calorifique avec un corps exté- 
rieur indéfini K, parfaitement conducteur, dont la tempéra- 
ture soit égale à chaque instant à celle du premier corps, de 
manière que la chaleur puisse passer librement de l'un à 
l'autre. Ce corps extérieur K fournira au corps proposé la 
quantité de chaleur nécessaire pour chaque transformation 
élémentaire MN, ou recevra la chaleur dégagée par lui pendant 
cette transformation. Supposons en outre que la pression ex- 
térieure soit égale à chaque instant à la pression intérieure 
/?, qui correspond au volume r et à la température t. 

Dans ces conditions, la transformation AMB sera réversible, 
c'est-à-dire que la transformation inverse BMA pourra s'ac- 
complir. Si le corps extérieur K était à une température supé- 
rieure à t, il pourrait bien fournir la chaleur nécessaire à une 
transformation MN, mais il ne pourrait pas recevoir la chaleur 
dégagée dans la transformation inverse. De même, si la pres- 
sion extérieure était moindre que /?, le corps pourrait bien se 
dilater, mais la transformation inverse serait impossible. Dans 
tout ce qui suit, nous supposerons les transformations réver- 
sibles. 
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Cycle. 

51. On appelle cycle une siiite de transformations qui ramè- 
nent le corps à son état primitif. Un cycle est fifruré par une 
courbe fermée. La somme algébrique des travaux accf)mplis ou 
reçus parle corps dans la suite des transformations est éj^ale 
en valeur absolue à l*aire enveloppée par la courl)e formée. 

Si, par exemple, le cycle AB('l)A ( //^'. lo) est décrit dans le 
sens de la flèche, le corps effectue un travail extérieur 
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ABCC'A' pendant la phase ABC de la transformation ; il reçoit 
au contraire un travail (][)AA'C' pendant la phase CDV; le 
premier est positif, le second est négatif; la différence, qui est 
positive, est égale à Taire enveloppée par la courbe fermée 
ABCDA. Si le cycle était décrit en sens contraire, le corps ef- 
fectuerait un travail ADC^CA' pendant la phase ADC, et rece- 
vrait un travail plus grand CB A A'C pendant la phase (]BV; la 
différence, qui est négative, est encore égale, en valeur abso- 
lue, à Taire enveloppée par la courbe. Bans les deux cas, la 
quantité de chaleur Q absorbée ou dégagée par le corps pen- 
dant le cycle entier est égale au travail S accompli ou reçu 
par le corps (n** 3k), 

52. Concevons que le corps parte d'un même étal initial M», 
et arrive au point M par différents chemins MqAM, MqBM 
{Jig. 1 1). Son énergie U au point M est indépendante du chemin 
suivi pour y arriver; c'est une fonction des deux variables r 
et p qui définissent la position de ce point. Le travail S, qui 
est représenté par Taire limitée par la courbe et les deux or- 
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données extrêmes, variant avec la forme de la courbe, n'est 
pas simplement une fonction de la position du point M ou 



VïQ. II. 
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M( 







de ses deux coordonnées r et p. Comme on a 

0---(U-Uo)-hS, 

la quantité de chaleur Q, absorbée ou dégagée pendant la 
transformation, varie aussi avec la forme de la courbe; elle 
n'est pas non plus une fonction des deux varial)les r et p. 

Fonction intégrante. 

53. Deux séries d'expériences pour chaque substance nous 
ont donné, d'une part la suite des lignes isothermes/((%/?) =^, 
d'autre part celle des lignes adiabatiques F(r, />) =: [x. Il sera 
avantageux, comme nous le verrons, de définir la position du 
point M, qui représente l'état du corps à un moment quel- 
conque , par l'intersection de la ligne isotherme t et de la ligne 
adiabatique [x qui passent en ce point {/ig, 12). Toutes les 
quantités qui dépendent uniquement de l'état actuel du corps, 
comme le volume r, la pression /?, l'énergie U, pourront être 
regardées comme des fonctions des deux variables t et (x. 

Soient q et g' les quantités de chaleur relatives à des trans- 
formations infiniment petites MN, MN', allant du point M à 
deux points N et N' situés sur une môme ligne adiabatique 
[x + ^/{x, voisine de la Hgne adiabatique [x qui passe par le 
point M, et supposons que le corps décrive le cycle MN'NM; 
sur MN' le corps absorbe une quantité de chaleur </'; sur la 
ligne adiabatique N'N il n'y a ni absorption ni dégagement 
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de chaleur; sur NM le corps dégage une quantité de cha- 
leur 9, de sorte que, pour le cycle entier, la quantité de 
chaleur acquise par le corps est q' — q. Cette quantité de 
chaleur q' — q est égale au travail extérieur accompli, qui 
est représenté par Taire du triangle M N'N; cette aire étant 

Fig. la. 

une quantité infiniment petite du second ordre, il en résulte 
que les deux quantités de chaleur q et q' ne diffèrent que 
d'une quantité infiniment petite du second ordre, et par con- 

séquent que les rapports -j-y -j- tendent vers la même limite, 

quand é/{x tend vers zéro. On en conclut que, lorsqu'un corps 
part de l'état M et éprouve une transformation M\ dans une 
direction quelconque, la limite du rapport de la quantité de 
chaleur absorbée ou dégagée ^Q à la variation de [x est indé- 
pendante de la direction du déplacement M\ ; elle dépend uni- 
quement de la position du point M; c'est donc une fonction 
des deux variables t et [x. Nous désignerons par X cette fonc- 
tion et nous poserons 

On arrive à la même conclusion en transformant analytique- 
ment l'équation des forces vives. Les quantités U et v étant 
des fonctions des deux variables t et [x, on a, en effet, les dif- 
férentielles totales 

dM—-^ dt-\- -^ é/[x, 
at a[x 

'''' = 57 ''^ + dii ''''' 
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et l'équation (i) devient 

elle prend la forme 

>/ et X étant des fonctions de t et de {x. Mais quand ^iximo, 
c'est-à-dire quand la transformation s*opère sur la ligne adia- 
batique [x, la quantité de chaleur dQ est nulle; il en résulte 
que la fonction V est identiquement nulle et, par conséquent, 
que l'équation précédente se réduit à la forme 

dQ := X dix ; 
c'est l'équation (2). 

Nous avons dit que Q n'est pas une fonction des deux va- 
riables (^ et/?, choisies primitivement pour définira chaque 
instant l'état du corps; la relation 

nous apprend que la fonction X jouit de la propriété de rendre 

l'expression -r- égale à la différent ielle exacte d'une fonction 

jx de ces variables; nous l'appellerons, pour cette raison, /owc- 
tion ititégrante. 

Cycle de Gamot 

^h. Parmi les différents cycles, il en est un qui joue un rôle 
important dans la théorie; il est formé de deux lignes iso- 
thermes et de deux lignes adiabatiques : on l'appelle cycle de 
Carnot, Considérons deux lignes isothermes I)C et AB (ftg, i3), 
correspondant, la première à la température ^,, la seconde à 
une température plus élevée ^2, et deux lignes adiabatiques 
AD et BC correspondant aux valeurs [Xj et [x,. Si le corps part 
de l'état A et y revient après avoir éprouvé les transforma- 
tions successives AB, BC, CD, DA, il aura suivi un cycle de 
Carnot. Pour que celte transformation soit possible, il faut con- 
cevoir deux corps étrangers, indéfinis et parfaitement conduc- 
teurs, l'un Kj à la température t^y l'autre Ki à la température 



THÉORÈIE DE CARXOT. 53 

/i, avec lesquels le corps considéré sera mis alternativement en 
communication. 

Supposons le cycle parcouru dans le sens ABCDA, que nous 
appellerons sens direct. 



Fig. i3. 
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1° Pendant la transformation AB, le corps est à la tempéra- 
ture constante ^,; il reçoit du corps extérieur k, une certaine 
quantité de chaleur Qj; cette quantité de chaleur produit une 
variation d'énergie intérieure et un travail extérieur positif 
figuré par Taire du trapèze AH H' A'. 

2° Pendant la transformation HC, suivant une lip:ne adiaha- 
tique, le corps n*a aucune communication calorifique avec 
Textérieur; il ne reçoit ni ne perd de la chaleur : l'énergie inté- 
rieure diminue et se transforme en un travail extérieur positif 
BCC'B. 

3<» Pendant la transformation (][> à la température con- 
stante ^1, le travail extérieur est négatif; la pression extérieure 
fournit au corps une certaine quantité de travail CDD'C; ce 
travail produit une variation d'énergie intérieure, et une cer- 
taine quantité de chaleur Qi, qui se dégage et se porte sur le 
corps extérieur Ki en contact avec le corps considéré, et à la 
même température que lui. 

4** Enfin, le long de la ligne adiabatique I)A, toute commu- 
nication de chaleur est de nouveau supprimée: le travail exté- 
rieur reçu DAA'D' augmente l'énergie intérieure du corps et 
ramène le corps à l'état primitif A. 

Le corps, dont nous avons considéré les transformations, est 
une véritable machine fonctionnant suivant le cycle de Carnot. 
Elle est alternativement en communication avec le corps exté- 
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rieur K„ duquel elle reroit une quantité tic chaleur Q, il la 
température constante t,, et avec le corps e\térieur K,, au- 
quel elle cède une quantité de chaleur Q, Ji la température 
constante /,. 

Après chaque cycle, l'énergie intérieure U reprenant sa y»-- • 
leur primitive, l'équation des forces vives se réduit à fl 

Le travail extérieur S accompli par la machine est la tliffé- 
renco entre le travail positif ABCC'A' et le travail négatif 
CDAA'C; il est figuré par l'aire du cycle ABCD. La quantité 
de chaleur Q, fournie par le corps K, se divise en deux parties: 
l'une Q, — 0, se transforme en travail, l'autre Q, passe du 
corps K, au corps K,, qui est à une température ti inférieure 
à (,.Ona ici deux phénomènes connexes : transformation d'une 
quantité de chaleur en travail, et passage d'une autre quantité 
de chaleur d'un corps à uu autre, qui est à une température 
moins élevée que le premier. 

55. Il est clair qu'une pareille machine est réversible. Sup- 
posons qu'elle fonctionne en sens i/u-erse, en partant de l'état D. 
Suivant la ligne isotherme DC, la machine reçoit du corps ex- 
térieur K, une quantité de chaleur Q,; elle éprouve une varia- 
tion d'énergie intérieure et produit un travail extérieur figuré 
par l'aire DCC'D'. Suivant la ligne adiabalique Clî, elle reçoit 
un travail extérieur CBB'C, qui produit un accroissement d'é- 
nergie intérieure. Suivant la ligne isotherme BA, la njachine 
éprouve une variation d'énergie intérieure, reçoit un travail 
extérieur BAA'B' et cède au corps extérieur K, la quantité de 
chaleur Q,. Enlin, suivant la ligne adiabatique AD, il y a dimi- 
nution d'énergie intérieure qui produit le travail extérieur 
AD D'A'. 

Dans ce jeu inverse, la machine prend fi la source inférieure 
Kl une quantité de chaleur Q, et verse sur la source supérieure 
K, une quantité de chaleur plus grande Q,; il a création d'une 
quantité de chaleur Qj — Q,. En même temps, la machine a 
reçu une quantité de travail extérieur GBAA'C'plus grande 
que celui ADCC'A' qu'elle a accompli: la différence S' est 
figurée par l'aire du cycle ABCD. Cette quanlilé S' de travail 
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reçue par la machine est transformée en une quantité égale de 
chaleur Qt — Qi- On a encore ici deux phénomènes connexes : 
transformation du travail en chaleur et transport d'une cer- 
taine quantité de chaleur Qi du corps ki au corps K^, qui est 
à une température plus élevée que le premier. 

Lorsque deux corps Ki et K^, le premier à la température /i, 
le second à une température /| supérieure à ^i, sont en com- 
munication calorifique, soit par conductihilité, soit par rayon- 
nement, la chaleur passe d'elle-même du corps K^ au corps Ki; 
c'est ce fait général qui a servi à étahlir Téchelle des tempé- 
ratures. On admet, par analogie, que le même phénomène se 
produit lorsque les corps sont mis en relation par Tiatermé- 
diaire d'une machine thermique; en d'autres termes, on admet 
qu'il est impossible de faire passer de la chaleur du ct)rps k| 
au corps K„ qui est à une température plus élevée que le 
premier, sans une dépense de travail. C'est, du reste, ce cpie 
l'expérience a vérifié. 

Théorème de Gamot. 

56. Ce théorème consiste en ce que, pour tous les corps 
fonctionnant suWant des cycles de Cartiot entre les mêmes li- 
mites de température, le rapport de la quantité de chaleur 
transformée en travail à la quantité de chaleur puisée à la 
source supérieure est constant. 

Concevons différents corps fonctionnant dans le sens direct 
suivant des cycles deCarnot, formés de lignes adiabatiques quel- 
conques et des lignes isothermes qui correspondent aux mêmes 
températures t^ et t^ ; ces lignes isothermes ne sont pas pour 
cela identiques, puisque leur forme dépend de la nature des 
corps. Si l'on appelle Q„ Q'„ Q'„ ... les quantités de chaleur 
que ces différents corps empruntent à la source supérieure K„ 
Qi> Q'i> Qo ••• l^s quantités de chaleur qu'ils cèdent à la 
source inférieure Ki, le théorème de Carnot signifie que les 
rapports 

q.-Qi _q;-q; _Q;-<r. _ 
Q, " q; " q; 

sont égaux pour tous les corps. 
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Nous pouvons nous bornera considérer deux corps; il s'agil 
de démontrer que Ton a 

q.-Qi _ q;-q; ^„ q.-q. _q« 

Nous allons faire voir que, si ces deux rapports n'étaient pas 
égaux, on serait conduit à une conséquence en contradiction 
avec la loi expérimentale énoncée précédemment. 

Supposons le premier rapport commensurable et égal au 
rapport de deux nombres entiers m et /i, 

et admettons que le deuxième rapport ~ diffère du premier, 
soit par exemple plus petit que lui, on aurait 

OU 

(4) mQ'2— nQ2>o. 

Appelons A et B les deux corps considérés, fonctionnant, le 
premier suivant le cycle (A), le second suivant le cycle (B). 
Formons avec ces deux corps une machine complexe, dans 
laquelle le corps A parcoure n fois le cycle (A) dans le sens 
direct, pendant que le second B parcourt m fois le cycle (B) 
dans le sens inverse. 

Évaluons d'abord le travail extérieur accompli par la ma- 
chine complexe pendant cette période de fonctionnement. A 
chaque cycle, le corps A transforme la quantité Q2 — Qi de 
chaleur en travail; pendant toute la période, il a donc effectué 
le travail 

/i(Q2-Qi). 

Le corps B produit à chaque cycle la quantité de chaleur 
Q2 — Q\ ; il reçoit donc pendant la môme période une quantité 
de travail égale à 
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Il en résulte que le travail extérieur accompli par la macliine 
complexe pendant une période est égale à la différence 

cette différence est nulle d'après la relation (3). La machine 
complexe ne reçoit donc ni ne produit aucun travail exté- 
rieur. 

9 

Evaluons maintenant les échanges de chaleur. Le corps A, 
fonctionnant dans le sens direct, enlève à la source snpérieure 
Kj, pendant la période considérée, la quantité de chaleur /<Q,, 
et porte sur la source inférieure K, la quantité de chaleur /iQ|. 
Le corps B, fonctionnant en sens inverse, enlève à la source K| 
la quantité de chaleur niQ\, et porte sur la source k, la quan- 
tité de chaleur mQ',. La source supérieure a donc reçu la 
quantité de chaleur 

et la source inférieure a perdu la quantité 

Ces deux quantités de chaleur sont égales d'après Téqua- 
tion (3), et elles sont positives d'après l'inégalité (4). Ainsi la 
machine complexe transporterait pendant chaque période une 
quantité de chaleur mQ\ — n{)i de la source inférieure à la 
source supérieure, sans aucune dépense de travail, ce qui est 
contraire à la loi expérimentale dont nous avons parlé. 

On démontrerait de même que le second rapport ne petit 
être plus grand que le premier; ces deux rapports sont donc 
égaux et Ton a 

0—0 0' 0' 

57. Des rapports égaux ^t-^ ~ r^^^ ^" déduit 

(6) 9i-9:i. 

' Q. " Q'. 

Ainsi, on peut énoncer le théorème précédent en disant que, 
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pour tous les corps fonctionnant suivant des cycles de Carnot 

entre les mêmes limites de température, le rapport -tt- de la 

quantité de chaleur puisée à la source supérieure à la quan- 
tité de chaleur versée sur la source inférieure est constant. 

Ce rapport est le môme pour tous les corps; il est indépen- 
dant des lignes adiabatiques [Xi et [x, qui forment le cycle ; il 
dépend uniquement des températures extrêmes t^ et t^ ; c'est 
donc une fonction de t^ et t^ et la même fonction pour tous les 
corps. Nous allons nous servir de cette propriété pour déter- 
miner la fonction intégrante X, dont nous avons démontré 
Texistence (n<» 53). 

Détermination de la fonction intégrante. 

58. De la relation dQ=z'k d^L, dans laquelle X désigne une 
fonction des deux variables t et [x, on déduit 






la première intégration étant faite sur la ligne isotherme DC, 
la seconde sur la ligne isotherme AB {fig. i3). Désignons par 
Xj et Xj les valeurs de la fonction X aux points D et A. 

Si Ton appelle V^ et Xj des valeurs moyennes de X sur les 
lignes DC et AB, on a 

Ql "— ^M (|J-1 — î^l)» Os — Xj ({X2 — |X,) 

et, par suite, 

02_x; 
Ql " x; • 



D'après cela, le rapport r-f est indépendant de (Xj et [x,; c'est 

une fonction de t^ et t^, la môme pour tous les corps. 

Supposons maintenant que les deux valeurs [x^ et [Xj dif- 
fèrent très peu Tune de l'autre (faisons ixi=:[x, [Xjrzz (xh-c^jx), 
et que la ligne adiabatique (x^ se rapproche indéfiniment de la 
ligne adiabatique [Xj, les valeurs moyennes X',, Xj sur les arcs 
infiniment petits DC et AB {flg. i4) tendront vers les valeurs 
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Il et X, (le la fonction X aux points D et A, et le rapport rr ten- 
dra vers une limite égale à r-^« On en conclut que le rapport 

r^ des valeurs de la fonction X aux points correspondants A et 

l) de deux lignes isothermes ^, et ti, c'est-à-dire aux points 
d'intersection de ces deux lignes par une ligne adiabatiquo 
quelconque ja, est indépendant de ja; c'est une même fonction 
de ^1 et ii pour tous les corps. 




59. Il résulte de là que la fonction X est égale à une mcme 
fonction /(^) de la température pour tous les corps, multipliée 
par une fonction de ji particulière et arbitraire pour chaque 
corps, c'est-à-dire que l'on a 

(7) X.^/(Oxo(îx). 

On peut vérifier d'abord que cette condition est suffisante; 
car, si elle est remplie, on a 

X,--/(^)X0(:x), 

d'où 

X, /(t,) 

>^i Ah) 

Le rapport r^ est alors pour tous les corps une même fonç- 
ai 

tion des températures /( et /,. 
Je dis maintenant que la fonction X est nécessairement de 

cette forme. En effet, puisque le rapport ^ est indépendant 
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de (x et qu*il est une môme fonction de ti et t^ pour tous les 

corps, le rapport -^ — -) qui est égal à r^ — i, et aussi Tex- 
pression 



jouissent de la même propriété. Imaginons que les deux lignes 
isothermes ^, et t^ soient infiniment voisines l'une de l'autre, 

et posons t^ — t, t^^^t -h cit. La limite du rapport -^ -^ est 

la dérivée partielle de la fonction À par rapport à la variable t, 
et Ton a 

,. .u — ty) dt (^loprX 
lim -^ — ; := -— = — TT- • 

Aj A Ot 

On en conclut que ce dernier rapport est indépendant de [x et 
qu'il est une même fonction de t pour tous les corps. Si rou 
désigne par ^{t) cette fonction, on a 

En intégrant par rapport à la variable t, et remarquant que la 
constante introduite par l'intégration est une fonction arbi- 
traire de l'autre variable [x, on en déduit 



logX —j^{t) dt -\- logcp([x). 



ou 



Si l'on pose 



X = cp((x)e-'*f''^^'. 
eSWdt—fi^t)^ 
on arrive finalement à l'expression 

x=/(Oo([x), 

dans laquelle la fonction /(^) est la même pour tous les corps. 
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Comme la fonction ^([i) est arl)itrairo, on peut prendre 
:p({x) = ly et l'on obtient la détermination la pins simple 

(8) X-=/(0. 

Ainsi, il existe une fonction intégrante X, indépendante de |jl, 
fonction de la température seule, et la même pour tous les corps. 

Température absolue et entropie 

60. Il est naturel de se servir de cotte fonction >.—/(/), 
qui est la même pour tous les corps, pour construire une 
échelle des températures, que nous appellerons échelle des 
températures absolues. Si Ton désigne par T la température 
absolue, ceci revient à poser T ~: X. 

La relation -r- — r/jA devient 

A 

(9) -|^- -^ ^^:^- 

La quantité ja, (jui correspond à la détermination simple 
1^1 f{t) de la fonction intéjji;rante, est une fonction de Tétat 
du corps, fonction particulière à chaquesubstance, etqui joue 
un rôle important dans Tétude de ses propriétés physiques; 
M. Clausiuslui a donné le nom d*entropie, parce qu'elle préside 
en quelque sorte au jeu des transformations. D'après cela, les 
lignes adiabatiques seront appelées lignes isen tropiques, c'est- 
à-dire lignes d'égale entropie. 

La quantité de chaleur absorbée ou dégagée (hms une trans- 
formation infiniment petite est 

(lo) r/0 = Tr/;A; 

pour une transformation quelconque, elle est donnée par l'in- 
tégrale 



Q = J T ./|A, 



évaluée suivant la ligne de transformation. Sur une ligne iso- 
therme, la température étant constante, on a 

(II) Q==T(lA,-JA.). 
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Ainsi y la quantité de chaleur nécessaire pour opérer une 
transformation à température constante est égale au produit 
de la température absolue par la variation de V entropie. 

Dans le cycle de Carnot, les quantités de chaleur 

relatives aux deux côtés AB et DC i^fig. i3), sont proportion- 
nelles aux températures absolues Ti et Tj. La quantité de cha- 
leur convertie en travail 

(12) Q2-Ql=(T2-T0([Xî~[Xi) 

est égale au produit de la dififérence des températures par la 
différence des entropies; ce produit mesure Taire du cycle 
ABCD. On en déduit 

Ainsi y dans Je jeu direct de la machine, le rapport de la 
quantité de chaleur com^ertie en travail à la quantité de cha- 
leur fournie par le foyer est égal au rapport de la différence 
des températures absolues à la température absolue du foyer. 

61. Voici comment on peut concevoir la graduation de 
réchelle des températures absolues. Ayant choisi un corps 

Fig. i5. 
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particulier comme thermomètre^ on affectera à une ligne iso- 
therme, prise à volonté, un nombre To arbitraire {fig. i5) et à 
une ligne isentropique, prise aussi à volonté, un autre nombi*e 
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arbilrairc \i^; partant du point d'intersection At do ces deux 
lignes, on parcourra sur la ligne T, un arc A.Hu, tel que lu 
quantité de chaleur nécessaire îi la transformation soit égul<> 
il T»; d'apr<>s la relation (n), la variation de l'entropie sera 
égale >i l'unité, et par conséquont l'entropie au point Itg sera 
[^1 + ■ ; on tracera la ligne isentropiquc passant par le point It,. 
Pour avoir la température T relative à une ligne isotliernx' 
quelconque AM, on déterminera la quantité de chaleur Q né- 
cessaire h la transformation suivant la (lorlinn Alt de cette 
ligne isotherme qui est comprise cuire les deux lignes Isen- 
tropiques (it cl h^ + i; d'après la relation (ii), on a T=;Q, 

De mémo, pour avoir l'entropie [x relative à une ligne isen- 
tropique quelconque MsM, coupant la ligne isotherme T. uti 
point Ms, on déterminera la quantité de chaleur y nécessaire 
à la transformation A^Mg sur cette ligne isotherme; de la re- 
lation Q'=To(n— [Ho) on déduira la valeur de i».. Ou obtient 
ainsi, par des mesures calorimétriques, la tentpérulurc absoUn- 
T et l'entropie (i du corps, dans un état quelconque M, 

Si l'on veut graduer l'échelle des tcnq)éralurcs absolues paj' 




degrés successifs, on déterminera sur la ligne isentropique («^ 
iflg'. 16), d'un côté des points A„ A„ ... tels que les quantités 
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de chaleur nécessaires aux transformations A, B|, AjB,, ... sur 
les lignes isothermes passant par ces points, entre les deux 
lignes isentropiques [Xq et jj-o -H i, soient égales respectivement 
à To -h I, To H- 2, . . ., de l'autre côté des points A_,, A_2, . . ., 
tels que les quantités de chaleur nécessaires aux transforma- 
tions analogues A_iB_,, A_jB_2, . .. soient respectivement 

égales à To — i , To — 2, 

En prenant sur la ligne isotherme T©, de part et d'autre du 
point Ao, des arcs AoBo, BoCo, . . ., AoB'o, B'oCo, . . ., tels que 
la quantité de chaleur relative à chacun d'eux soit égale àTo, 
on gi'aduera de même la suite des lignes isentropiques fAo-+-i» 

jXo H- 2, . . . , |J.o I , î-'-o — ^'> .... 

Remarquons que les deux séries de lignes forment un réseau 
de parallélogrammes curvihgnes équivalents; car l'aire de 
chacun d'eux est égale à (Tj — T,) (|jlj— p.,), c'est-à-dire à 
l'unité, puisque les deux différences Tj — T,, ja, — »jl, sont égales 
à l'unité. 

62. Zéro absolu de la température, — Sur une ligne iso- 
therme particulière, par exemple celle qui correspond à la 
glace fondante, nous avons mis un nombre positif arbitraire Tq, 
puis, par des mesures calorimétriques, nous avons déterminé 
la série des températures croissantes et celle des températures 
décroissantes. 

Les considérations mécaniques semblent prouver que, tan- 
dis que la partie ascendante de l'échelle des températures se 
prolonge à l'infini, la partie descendante s'arrête à une cer- 
taine limite, au-dessous de laquelle elle ne peut descendre. 
Quand une machine fonctionne suivant un cycle de Carnol 
{fig. i3), entre deux lignes isentropiques données ;jli et [Xj, 
l'entropie \x^ étant plus grande que {Xi, si la température Tj du 
foyer est constante, la quantité de chaleur transformée en tra- 
vail Q2— Qi = (T2 — T,)(|Xj— jjLi) est d'autant plus grande 
que la température Tj du réfrigérant est plus basse. Si la tem- 
pérature absolue Tj du réfrigérant était égale à zéro, la quan- 
tité de chaleur Qi versée sur le réfrigérant étant nulle, toute 
la chaleur Qj fournie par le foyer serait convertie en travail. Il 
n'existe pas de température inférieure à cette température 
absolue zéro, car, si elle existait, elle serait représentée par un 
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nombre négatif — T\; sur la ligne isotherme CD, la machine 
absorberait une quantité de chaleur Q\ = T\ (1^1— - |jlj), et la 
source inférieure jouerait aussi le rôle de foyer. Imaginons 
deux machines accouplées, formées par un même corps, Tune 
directe fonctionnant suivant un cycle de Carnot entre les 
deux températures T,=io et T, = — T'j, l'autre inverse fonc- 
tionnant aussi suivant un cycle de Carnot entre les deux tem- 
pératures T, = T', et T| =0 et les mêmes Hj^nes isentropiques 
H^i et jjLj que la précédente. La première prendrait à la source 
inférieure Ki une quantité de chaleur T|((A2— fAi) qu'elle 
transformerait en travail; ce travail ferait marcher la seconde 
machine, qui créerait alors une quantité de chaleur égale se 
versant sur la source supérieure K,. De celte manière, la 
chaleur passerait de la source inférieure à la source supé- 
rieure sans dépense de travail, ce qui est contraire à la loi 
admise précédemment (n<* 55). Ainsi, dans l'échelle des tem- 
pératures absolues, il n'existe pas de température inférieure à 
zéro; cette température zéro est le zéro absolu, 

63. Be marques sur Ventropie. — La température T et la pres- 
sion p affectent également tous les corps, quelle (jue soit leur 
nature; car, dans l'état d'équilibre, la température est la môme, 
ainsi que la pression. Mais, dans les mêmes conditions de tem- 
pérature et de pression, le volume spécifique et l'entropie spé- 
cifique, c'est-à-dire le volume et l'entropie pour l'unité de 
poids, sont des quantités spéciales à chaque substance. Pour 
des poids différents d'une môme substance homogène, le 
volume et l'entropie sont proportionnels aux poids. Le volume 
d'un système de corps est la somme des volumes de ces diffé- 
rents corps. De môme, l'entropie d'un système de corps est la 
somme des entropies de ces différents corps. 

Lorsque deux corps sont à la môme température T et qu'une 
quantité infiniment petite de chaleur clQ passe de l'un à l'autre, 

la diminution d'entropie -^ du premier étant égale à l'augmen- 
tation d'entropie du second, l'entropie totale reste constante. 
Mais, lorsque les deux corps sont à des températures diffé- 
rentes T, et T„ la chaleur passe du corps qui est à la tempé- 
rature la plus élevée T, à l'autre corps; pendant un temps 

B. - - Chaleur, 5 
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infiniment petit, Tcntropie du premier corps diminue de la 
quantité -^y tandis que celle du second augmente d'une 

quantité plus grande tjt^; Tentropie du système éprouve donc 

une augmentation égale à f Fp =r ] ^Q. Ainsi, la libre com- 
munication de la chaleur entre les corps a pour effet d'aug- 
menter progressivement l'entropie totale du système. Quand 
le système considéré n'est en communication calorifique avec 
aucun corps extérieur, c'est-à-dire quand la chaleur totale 
contenue dans le système reste constante, l'entropie du sys- 
tème tend vers une valeur maximum, qui correspond à Tétat 
d'équilibre de la température. 

Dans le jeu d'une inachine thermique réversible, la commu- 
nication de chaleur se faisant à chaque instant entre la machine 
et un corps extérieur qui est à la môme température que la ma- 
chine, l'entropie du système reste constante. En particulier, 
si la machine fonctionne suivant un cycle de Carnot dans le 
sens direct, l'entropie du corps K» éprouve une diminution 

^j celle du corps Kj une augmentation égale ^ • 

64. Analogies mécaniques, — Sous sa forme primitive (n<* 32 ), 
nous avons énoncé le théorème général des forces vives, en 
disant que la variation de l'énergie d'un système matériel quel- 
conque est égale à la somme des travaux des forces extérieures 
qui s'exercent sur lui, plus la quantité de chaleur qu'il reçoit. 
La quantité de travail S' et la quantité de chaleur Q, reçues 
par le système, entrent de la même manière dans l'équation 
des forces vives AU=S'-+-Q. Lorsqu'un corps est soumis 
à une pression uniforme/?, ou à une traction uniforme — y?, 
sur toute sa surface, le travail reçu i)ar le corps, pendant une 
transformation infiniment petite, esidS'=^ — d^-=z — pdv; la 
quantité de chaleur rerue par le corps, pendant la môme 
transformation, d'après la relation fondamentale déduite du 
théorème de Carnot, est t/Q z^ IV/ja. On voit que, dans les 
expressions dQ=zTd[x, dS'=:: — pdi^ de ces deux quantités 
mécaniquement équivalentes, la température absolue T et la 
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traction — /? se correspondent, et de même l'entropie jx et le 
volume i'. 

65. Les deux lois fondamentales, — Nous possédons main- 
tenant les deux principes, ou les deux lois fondamentales, de 
la Thermodynamique. Le premier est le théorème des forces 
vives, tel qu'on le déduit des lois générales de la Mécanique, 
quand on regarde la chaleur comme un mouvement des par- 
ticules des corps, et qu'on définit la quantité de chaleur par 
la force vive ou l'énergie de ce mouvement; comme cette 
quantité de chaleur ou de force vive est équivalente à une 
quantité de travail, on a donné aussi à ce théorème le nom de 
principe de l'équivalence. 

Le second est le théorème auquel Sadi Carnot est arrivé par 
la considération du jeu des machines thermiques; il conduit, 
comme nous l'avons vu, à la notion de la température ab- 
solue, et se traduit par la relation -7=- = c^jx, où jx désigne une 

fonction de l'état du corps; elle signifie que, pour une même 
variation de l'entropie, la quantité de chaleur absorbée ou 
dégagée, dans une transformation réversible infiniment petite, 
est proportionnelle à la température absolue. Pour une trans- 
formation finie, cette relation devient 



/ 






Si le corps décrit un cycle, c'est-à-dire revient à l'état initial, 
la variation de l'entropie étant nulle, on a l'équation 



/ 



dQ 

■T^- :=^0. 



Il en résulte que, dans tout cycle réversible, la somme algé- 
brique des quotients obtenus en divisant la quantité de cha~ 
leur relative à chaque élément du cycle par la température 
absolue est égale à zéro. 

On comprendra toute l'importance de cette seconde loi, si 
l'on réfléchit que l'on ne connaît pas les conditions mécani- 
ques de l'équihhre de la température entre deux corps, excepté 
dans des cas très particuliers, et seulement d'une manière ap- 
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prochée. Aussi la nouvelle théorie de la chaleur eût-elle été 
arrêtée dès ses premiers pas sans le théorème de Carnot, qui 
permet de définir et de mesurer la température absolue. 

II est à remarquer que Sadi Carnot est arrivé à son théo- 
rème, qui joue un rôle si important dans la nouvelle théorie, 
où l'on considère la chaleur comme un mouvement, en par- 
tant de l'idée de la matérialité du calorique. Dans son Ouvrage 
publié en 1824 (*)> sous le titre de Réflexions sur la force mo- 
trice du Jeu, il regarde « la production de la puissance mo- 
trice dans les machines l\ vapeur, et en général dans toutes 
les machines mises en mouvement par la chaleur, comme 
due, non à une consommation réelle du calorique, mais à 
son transport d'un corps chaud à un corps froid. On peut, 
dit-il, comparer avec assez de justesse la puissance motrice 
de la chaleur à celle d'une chute d'eau : toutes deux ont un 
maximum que l'on ne peut pas dépasser, quelle que soit d'une 
part la machine destinée à recevoir l'action de l'eau et quelle 
que soit, de l'autre, la substance employée à recevoir l'action 
de la chaleur. La puissance motrice d'une chute d'eau (il en- 
tend par là le travail qu'elle est capable d'effectuer) dépend 
de sa hauteur et de la quantité du liquide; la puissance mo- 
trice de la chaleur dépend aussi de la quantité de calorique 
employé et de ce qu'on pourrait nommer la hauteur de sa 
chute, c'est-à-dire de la différence de température des corps 
entre lesquels se fait l'échange du calorique. » Il démontre 
ensuite, par un raisonnement analogue à celui du n<* 56, que 
« la puissance motrice de la chaleur est indépendante des 
agents mis en œuvre pour la réaliser, et qu'elle dépend 
uniquement des températures des corps entre lesquels se fait 
le transport du calorique ». 

Cependant les idées de Sadi Carnot sur la nature de la cha- 
leur s'étaient promptement modifiées; peu d'années après la 
publication de son livre, il regardait la chaleur comme un 
mouvement, et la transformation de la force vive en travail 
comme la cause de la puissance motrice de la chaleur. Des 
notes inédites, publiées à la suite d'une nouvelle édition de 



(') Sadi Carnot était le fils du grand Carnol; il est né à Paris en 1796, 
mort en 1882. 
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Touvragc que nous avons cité, ne laissent aucun doute à cet 
égard. Après diverses considérations sur la production de la 
chaleur par la percussion, le frottement, la compression des 
gaz, (( la chaleur, dit-il, est donc le résultat d'un mouvement; 
alors il est tout simple qu'elle puisse se produire par la con- 
sommation de puissance motrice, et qu'elle puisse produire 
cette puissance (ce travail). La chaleur n'est autre chose (|ue 
la puissance motrice, ou plutôt (jue le mouvement qui a 
changé de forme. C'est un mouvement dans les particules des 
corps. Partout où il y a destruction de puissance motrice, il 
y a, en même temps, production de chaleur en quantité préci- 
sément proportionnelle à la quantité de puissance motrice 
détruite. Réciproquement, partout où il y a destruction de 
chaleur, il y a production de puissance motrice. On peut donc 
poser, en thèse générale, que la puissance motrice est en 
quantité invariable dans la nature; qu'elle n'est jamais, à pro- 
prement parler, ni produite, ni détruite. A la vérité, elle 
change de forme, c'est-à-dire qu'elle produit tant(M un genre 
de mouvement, tantôt un autre; mais elle n'est jamais anéan- 
tie. » On reconnaît là le principe de l'équivalence et le théo- 
rème de la conservation de l'énergie. Il est donc juste de 
regarder Sadi Garnot comme le principal fondateur de la Ther= 
modynamique. 
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CHAPITRE IIL 

HELATIONS ENTRE LES PROPRIÉTÉS PHYSIQUES 

D'UNE SUBSTANCE. 



66. Nous nous proposons d'étudier les transformations d'un 
corps homogène dont tous les points sont à la même tempé- 
rature et qui est soumis à une pression uniforme sur toute sa 
surface. Le théorème des forces vives, 

dl: = dQ — p d\\ 
combiné avec Texpression 

déduite du théorème de Carnot, conduit à l'équation fon- 
damentale 

(i) dV = Td[t.^pdç. 

Des quatre quantités T, ja, jd, r, qui entrent dans le second 
membre, deux à volonté peuvent être prises comme variables 
indépendantes pour définir l'état du corps à chaque instant; 
les deux autres, ainsi que l'énergie U du corps, seront alors 
des fonctions de ces deux variables. A chacun de ces modes, 
qui sont au nombre de six, correspond une expression parti- 
culière de la différentielle totale dU de l'énergie; la condition 
connue à laquelle satisfont les deux coefficients différentiels 
donnera, pour chacune d'elles, une relation entre deux phé- 
nomènes physiques. 

67. Première relation. — Prenons d'abord ja et (^ comme 
variables indépendantes. L'équation (i) donne la différentielle 
totale de la fonction U de ces deux variables; par conséquent, 
les deux quantités Tet — p, qui sont aussi des fonctions de ces 
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deux variables, sont les dérivées partielles de la fonction U par 
rapport à chacune d'elles, c'est-à-dire que Ton a 

On en déduit la dérivée partielle du second ordre 

Afin d'éviter toute confusion, nous désignerons la dérivée 

partielle -r- par la notation ( -^ ) > indiquant par là que les 

variations rfT et d\\ dans ce rapport, correspondent à une 
transformation dans laquelle l'entropie jx reste constante; de 

même, nous désiirnerons la dérivée partielle -/- par (-/-)» 

indiquant que dans ce rapport les variations dp et t/;x se rai)- 
portent à une transformation dans laquelle le volume r reste 
constant. On obtient ainsi la relation 

(S),=-(i) 

quo Ton peut écrire 

^(^\ -t(±\ 

Dans le premier rapport, r/T est la variation de température 
résultant d'une variation du volume suivant une ligne isentro- 
pique; une dilatation brusque, ou une compression, produit 
cet effet. Dans le second rapport, ffp est raccroissement de pres- 
sion produite par une addition de chaleur à volume constant. 
L'équation (I) établit une relation entre ces deux phénomènes. 

68. Deuxième relation. — Variables indépendantes \l et p. 
L'équation (i) peut se mettre sous la forme 

(2) d (15 -h ip) =:T di». -^ V dp. 

En raisonnant comme précédemment, on en déduit la re- 
lation 

(^\ = (±\ , 






(II) 
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OU 



\dpj^ \dQj 



p 



Dans le premier rapport, dT est l'élévation de température 
produite par un accroissement de pression suivant une ligne 
isentropique. Dans le second, dv est l'augmentation de volume 
produite par une addition de chaleur sous pression constante. 

L'eau, à une température inférieure à 4** C., présente un 
phénomène particulier. Une addition de chaleur produisant 
une diminution de volume, une compression brusque doit pro- 
duire un abaissement de température; c'est en effet ce qui a 
été vérifié par l'expérience. 

69. Troisième relation. — Variables indépendantes T et r. 
De l'équation (i), mise sous la forme 

(3) d{U — T[ii)=—i».dT—pds', 
on déduit la relation 

<■»' ■ (t),=(^).- 

ou 

dp\ __J_{dQ\ 

^dj)~ T\dvjj 

Dans le premier rapport,^/? est l'accroissement de pression 
produit par une élévation de température à volume constant. 
Dans le second, dQ est la quantité de chaleur nécessaire pour 
dilater le corps à température constante. 

70. Quatrième relation, — Variables indépendantes T et p. 
L'équation (i), mise sous la forme 

(4) ^(U — T[jL-+-/>^)— — jAt/T-j-râT/?, 
donne la relation 

ou 

.dlj,- T\ dp / 



(: 
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Dans le 'premier rapport, dv est l'augmentation de volume 
produite par une élévation de température sous pression con- 
tante; on appelle en général coefficient de dilatation la quan- 
tité a = - ( -jq; j ; le premier rapport est donc égal à ««•. Dans 

le second rapport, — <fQ est la chaleur dégagée par un accrois- 
sement de pression à température constante. 

Remarquons que ces quatre premières relations ont lieu 
entre un phénomène thermométriqiie el un phénomène calo- 
rimétrique. 

71. Cinquième relation, — Variahles indépendantes «• et p. 
L'équation (i), dans laquelle on remplace d\k par sa valeur 



dv Op ' ' 



devient 



(5) rfU = (T^-y.)rf.+T|rfy,, 



et Ton a 



dv ~~ dv ^' dp ~~ dp 



En prenant la dérivée de la première expression par rapport 
à la variable />, celle de la seconde par rapport à la va- 
riable r, on en déduit 

^'U ^ ^ ^ ^ j à^ _ , ^ ^T .^ + T -^^ , 
ds^dp dp dv dvdp ôv dp ôvdp 

ce qui donne la relation 

72. Sixième relation. — Variables indépendantes T el [x. 
L'équation (i), dans laquelle on remplace dç par sa valeur 

^ à^' jrr, dv , 
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dcvicnl 

(6) ^u=-;>^frr + (T-/,|;)./, 



on en déduit 



^^^^ {Jr),[d\x)r [drjXdi'.) 



I. 



T 



Mais cette sixième reltition rentre d<Tns les précédentes; car, 
si dans la relation (V) on remplace chaque rapport par un 
rapport égal donné par Tune des quatre premières relations, 
on obtient la relation (VI). 

73. nésumé, — Quand Tune des quatre quantités T, «jl, /?, v 
reste constante, les rapports des variations des trois autres, 
prises deux à deux, sont au nond)re de trois; mais ils se ré- 
duisent à deux ; par exemple, les trois rapports dans lesquels r. 
est constant satisfont à Tidenlité 






On a donc en tout huit rapports distincts, entre lesquels existent 
les cinq relations que nous venons d'ohtenir, et que nous écri- 
vons à la suite les unes des autres : 



('5),--(î); 
'■■' (S)r Cl); 



(IV) 



•(V) 



cl\x\ { dv 



dpjT xdTJ,, 

dp)Adv)„ \dv)f,\dp)^ 



Les quatre premières relations signifient que les rapports 
dans lesquels Tune des quantités ja ou ï est constante sont 
égaux respectivement à des rapports dans lesquels Tune des 
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quantités i^ oup est constante. I^ cinquième lie ces quatre 
derniers rapports. 

Il est facile de se rappeler les quatre premières relations, dont 
on fait souvent usage. L'équation fondamentale 

(i) </U = T<a— /?r/c» 

donne immédiatement la première. On en déduit les trois 
autres en permutant les deux lettres p et f, ou T et fA, qui 
entrent dans un même terme de Téquation (i), et rlianp:oant le 
signe de l'un des membres à chaque permutation. Ainsi, eu 
permutant /? et r dans la première relation, on obtient la se- 
conde; en y permutant T et jx, on obtient la troisième; en 
effectuant à la fois les deux permutations, on obtient la (|ua- 
trième. 

Ghalenrs tpédiiqaes et élasticités. 

74. Il y a deux sortes de chaleurs spéciliquos, la chaleur 
spécifique à volume constant, et la chaleur spécifique à pres- 
sion constante. Elles ont pour expressions 

Leur différence 

C, - C,= T (^)^ (^)^ [(^)^ (^)^^ - i^^)^ Q^^ 
en vertu de la relation (V), se réduit à 

,0, c,-o, = t(*)_(,^)^. 

75. On a de même, comme nous favons déjà dit (n*»» 39 et 
48), deux élasticités, Télasticité à température constante et 
félasticité à entropie constante. 



(io) El 



=-(ï^X- 



E,= -,.(*). 
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Leur différence, en vertu de la relation (VI), a pour exprès 



sion 



Le rapport des deux élasticités est égal à celui des chaleurs 
spécifiques; on a, en effet, 

Et /(Jp\ /«[[aX 

et, en vertu des quatre premières relations, 

{±\ (±\ {^\ 



E, 



Et ~ /rfT\ (dp\ - /rf|x\ ' 

par cqnséquent, 

F C 

(«3) W'^J- 

76. La quantité de chaleur absorbée ou dégagée dans une 
transformation infiniment petite est ^Q =Tt/{x. Si Ton regarde 
Tentropie comme une fonction des deux variables T et Vy on a 






et, par suite, 



Le premier rapport est la chaleur spécifique à volume con- 
stant; le second, que nous désignerons par /, est ce qu'on 
appelle la chaleur latente de dilatation; Téquation précédente 
devient ainsi 

(i4) dq^iC^dl^-v-ldv. 

On en déduit 

(i5) ûfU=:c/Q— /7^(; — C^ûrr -h (/—/>) ûTr. 
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Si Ton regarde l'entropie comme une fonction des deux va- 
riables T dp, on a de même 



'"■=(;^),'"-(l)/'" 



et, en vertu de la relation (IV), 



"^'=(;^X<"-(^),*. 



OU 

(16) clQ = CpdT — oLçTcip. 

On en déduit 

(17) ci(l] -+- vp) - (iQ + i'cfp =z C^ciT -h r(i — oLT)dp. 
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CHAPITRE IV. 

PROPRIÉTÉS PHYSIQUES DES GAZ. 

Lois de Mariottc et de Gay-Lussac. — Loi de Joule. — Conséquences de 
CCS lois. — La Icmpérature absolue est marquée par le thermomètre à 
air. — Chaleurs spécifiques et élasticités. — Vitesse du son. — Équivalent 
mécanique de la chaleur. 



Lois expérimentales. 

77. Les gaz, à une température beaucoup plus élevée que la 
température limite au-dessous de laquelle ils peuvent être 
liquéfiés (n*» 42), et les vapeurs très éloignées de leur point 
de saturation, tendent vers un état idéal que Ton appelle gaz 
parfait. Ils suivent alors, avec une approximation de plus en 
plus grande, des lois générales très simples. La première de 
ces lois, à laquelle on est arrivé par l'expérience, est la loi de 
Mariotte; elle consiste en ce que, à la même température, le 
produit de la pression par le volume reste constant; avec le 
thermomètre à gaz, elle donne la relation (n<» 40) 

La seconde loi expérimentale est celle de Gay-Lussac; elle 
indique que le coefficient de dilatation a est le même pour 

tous les gaz. Si Ton pose a = — j (a =: 278), la relation précé- 
dente prend la forme 

(i) pvT=.%pç^çQ{a-\-t). 

78. Loi de Joule. — Une troisième loi expérimentale est 
celle de Joule : elle apprend que V énergie d'un gaz est fonc- 
tion de la température seule. Dans l'une de ses expériences, 
M. Joule employait deux récipients métalliques égaux, réunis 
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à la partie inférieure par un tube à robinet et plongés dans 
un même calorimètre à eau. L'un des vases contenait i aos' d*air 
sec à la pression de aa"»™, l'autre vase était vide, ou du moins 
renfermait de l'air à une pression inférieure à un millième 
d'atmosphère. Quand on ouvre lerobinet, le gaz se répartit éga- 
lement dans les deux récipients et le calorimètre n'accuse au- 
cune variation de température. L'air contenu dans le premier 
>ase était à une température /, et il possédait une certaine 
énergie U. Le second vase étant vide, le gaz double de 
volume, sans effectuer aucun travail extérieur; d'ailleurs, le 
calorimètre n'indiquant aucune variation de température, la 
transformation s'est opérée sans absorption ni dégagement de 
chaleur. Si dans l'équation générale des forces vives AU =^Q — S 
on fait S 1=0 et Q:=o, il vient Al'=:o. Ainsi l'énergie l du gaz 
est restée constante pendant la transformation; elle est donc 
indépendante du volume et par conséquent fonction de la 
température seule. Nous représenterons celle fonction par 

Mesure des températures absolues. 

79. Ces lois expérimentales conduisent à des conséquences 
importantes. Si, dans l'équation des forces vives 

on remplace /> par sa vj^leur tirée de l'équation (i), et si l'on 
lient compte de ce que l'énergie du gaz est fonction de la 
température seule, on a 

d'où 

dQ ¥'(t) g/>oCo a 4- 1 

"1^ — -T^ — "Y" — r ^r^ 

Mais l'entropie |x du gaz est une fonction des variables ^ et c; 
ses deux dérivées partielles sont 

dix _ F'(^) d\x _ g/>o<'o a 



'■f 



âl "~ T ' ôi^ "~ i' ^J 
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Y'(t) 
La première —~ étant une fonction de la température seule, sa 

dérivée y- ^ par rapport à v est nulle ; il faut donc que la dérivée 

de la seconde par rapport à t soit aussi nulle, ce qui exige que 

le rapport „, soit constant. Si surréchelle des températures 

absolues on indique la température de la glace fondante ^=o 
par le nombre Tq = « = 278, ce rapport est égal à un, et Ton a 

(2) T=:a-^t. 

On en conclut que la température absolue est marquée par 
le thermomètre à air. Le zéro absolu correspond à ^= — 2-3". 



Coefficient de dilatation. 
80. D'après cela, Téquation (i) prend la forme 

(3) ;?(;=: a/?o ('0 T, 

ou 



\à ) rn rp 







Si Ton prend la dérivée des deux membres de Téquation (3) 
par rapport à T, en y regardant p comme constante, on a 

d'où l'on déduit 

Ainsi, le coejjlcient de dilatation de tous les gaz, à une tempé- 
rature quelconque, est égal à l'inverse de la température ab- 
solue. 

Si l'on prend la dérivée des deux membres de l'équation (3) 
par rapport àT, en y regardant (^ comme constant, on a de même 
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ce second coefficient, qui indique Taccroissemenl relatif de 
la pression, produilpar une élévation de température à volume 
constant, est aussi égal à Tinverse de la température absolue. 

Caialeurs spécifiques et élasticités. 

81. Si, dans Téqualion des forces vives 

on fait c^c = o, on a la chaleur spécifiipie à volmne constant 
Si, dans la môme équation, mise sous la forme 

^/Q =( -jy -h a /),(•« j rfT —!• <//', 

à l'aide de l'équation (3), on fait djt = o, on a la clialcur spé- 
ciflquc à pression constante 

(7) ^'•=Urj,= .7r +"''»'■'•• 

On en conclut que les deux chaleurs spécifiques sont des fonc- 
tions de la température seule. 

De ces deux expressions on déduit 

(8) C;,— C»,=ia/?oro. 

Ainsi, la dijjérence des deux chaleurs spécifiques est une con- 
stante pour chaque gaz, et le rapport de cette dijférence au 
volume spécijique est une même constante pour tous les gaz. 

82. En faisant crr = o dans l'équation des forces vives sous les 
deux formes précédentes, on obtient, d'une part, la chaleur 
latente de dilatation 

'= (§).=- 

d'autre part, la chaleur dégagée par un accroissement de pres~ 

B, — Chaleur. 6 
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sion à température constante 

Le premier coefficienl est égal à la pression, le second au vo- 
lume spécifique. 

83. De l'équalion (3), dans laquelle on regarde T comme 
constante, on déduit 

ainsi, l'élasticité à température constante est égale à la près- 
sion. 

Si, dans les deux formes de Téquation des forces vives, dont 
nous avons fait^usage, on fait dQ =: o, on a 

dv\ I cfU C», 



( 



P . 



dp\ i/d\] \ c 

en divisant ces deux rapports Tun par l'autre, on obtient Té- 
iasticité suivant une ligne isentropique 

on vérifie ainsi la relation générale 

Ejx Cp 

Et C^ 
trouvée au n<» 75. 

84. L'expérience apprend que la chaleur spécijique à pres- 
sion constante Gp est indépendante de la température. On con- 
clut de la relation (8) que la chaleur spécijique à volume con- 
stant C^ est aussi indépendante de la température. Ce sont 
donc deux quantités constantes pour chaque gaz. 

L'équation (6) 



d^ 
dT 



rn — ^V 
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donne par Tiniégration 

(i3) U_Uo:^C,(T-T„). 

La variation de Véneriiie d'un }^az est proportionnelle à la 
variation de la température absolue. Si Ton adniot qu'au zéro 
absolu Ténergie csl nulle, rexpression précédenle devitMU 



(-4) 



i::^-(' T. 



Entropie d'un gas. 

85. La différentielle de l'enlropie écrite au n" 79 devient 

/ r ^^^ ■ ,r r \ ^'^' 
I {' 

I 

En intégrant, on obtient l'expression de Tentropie 



(i5) 



•X - 

« 



- ;xyr-il0g 



'F V /' i' \ /' ' 



I T. m 



en fonction des deux variables T et r. En y remplaçant i- ou T 
parla valeur Urée de Técpiation (3'), on en déduit les deux 
autres formes 

/ i- I [ l' T \^r / pY'^-^r 



|X— ;x^,- l(»g 



07) 



\m£ 



c. 



C- 



Si Ton désigne par 7 le rapport ~ des deux cbaleurs spé- 

cifiques, les équations précédentes montrent que, dans toute 
transformation isentropique, les trois quantités 



(18) 



TiV-', Ty 



1 

-— 1 



pv^ 



conservent des valeurs conslantes. 



Vitesse de propagation du son. 

86. La formule (8) donne la difTérence des deux cbaleurs 
spécifiques; la vitesse du son détermine leur rapport avec une 
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grande précision; on obtient ainsi ces quantités de chaleur en 
unités mécaniques, c'est-à-dire en kilogrammètres. Dans les 
mesures calorimétriques, on prend pour unité de chaleur la 
calorie; c'est la chaleur nécessaire pour élever de o<» à i®la 
température de i^^ d'eau; on peut, par une expérience calo- 
rimétrique directe, déterminer la chaleur spécifique d'un gaz 
à pression constante en calories. La comparaison des nombres 
qui expriment la chaleur spécifique d'un môme gaz à pression 
constante en kilogrammètres et en calories donne la valeur de 
la calorie en kilogrammètres ; c'est ce qu'on appelle Y équiva- 
lent mécanique de la chaleur. 

Nous allons d'abord chercher la formule de la vitesse du 
son. Considérons un tuyau cyindrique rempli d'un gaz homo- 
gène, à la température T, sous la pression p^. Si pi est sa 
densité, v^ son volume spé(lifique et rs^ le poids d'un mètre 

cube de gaz dans ces conditions, on a g^^:=ixs^:=z — Soit MX 

{fig. 17) une tranche infiniment mince dans l'état d'équilibre; 
nous désignerons par jc sa distance OM à une origine fixe et 
par h son épaisseur MN. Nous supposons que le mouvement 
du gaz dans le tuyau se fait par tranches, c'est-à-dire que le 
déplacement de chaque molécule est parallèle à l'axe du 
tuyau, et que toutes les molécules qui sont situées dans un 
même plan perpendiculaire à l'axe éprouvent au même instant 
des déplacements égaux. Pendant le mouvement, cette tranche 
se déplace et occupe au temps t la position M'N'; appelons ; 
le déplacement MM' du plan M; on doit regarder ? comme une 

M N M'N' 



MN M'M' 

fonction des deux variables indépendantes œ ai t\ nous la 
représenterons par $i=y(^, t). Quand on considérera les po- 
sitions successives d'un même plan M pendant le mouvement, 
on regardera œ comme constante et t comme variable; quand 
on considérera les positions simultanées de toutes les tranches 
au même instant, on regardera au contraire t comme constant 
et a: comme variable. Pour avoir le déplacement NN' du 
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plan N au temps i, il suffit de remplacer x par x -h A dans 
la fonclion/(j:, ^), ce qui donne 

NN' =/{jr -h /i, =/( r, 4-./i(^, /)/' = ? "^ ^j ^^ 

en négligeant les quantités infiniment petites du second ordre. 
L'épaisseur de la tranche MN est devenue 

le rapport des volumes spécifiques c et Cj de la tranche pen- 
dant le mouvement et dans l'état d*équilihre étant égal à celui 
des volumes de la tranche elle-même, ou à celui des épais- 
seurs M'N' et MN, a pour limite, quand /i tend vers zéro, 

Le coefficient de dilatation de la tranche pendant le mouve- 
ment est 

c— <| _ f)^ 

La dilatation ou la contraction de la tranche pendant le 
mouvement vihratoire s'opérant très rapidement, de manière 
que la chaleur n*a le t<»mps ni d'entrer ni de sortir, lu pres- 
sion variahle/? est la fonction du vokime spécifique 

(20) y> = F(r), 

qui se rapporte à une transformation isentropique. L'équation 
(19) donne le volume spécifique «dans le phuimohih» M' au tenq)s 
/; c'est une fonction des deux variahles j- ext ; récpiation (.?o) 
donne ensuite la pression correspondante /> au menu» instant. 
Pour avoir le volume spécifique r' et la pression p' au môme 
instant dans le plan mohile N', (|ui était primitivement en N à 
une distance h du premier, il suffit de remplacer x par j? 4- A 
en laissant t constant; on a alors 
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et si Ton remarque que, d'après l'équation (19), la dérivée 
partielle y- est égale à Ci yj) il vient 

yy = ;.+ r.F'(r)|J|/'. 

Si l'on appelle A l'aire de la section droite du cylindre, le 
volume de la tranche MN est A//, sa masse \//pi. Dans la posi- 
tion M'N' qu'elle occupe au temps t, elle est sollicitée par 
deux forces extérieures, la pression Ay> qui s'exerce sur sa face 
M' dans le sens positif, et la pression A// qui s'exerce sur sa 
face \' en sens contraire. En appliquant à cette tranche le 
théorème général de Mécanique sur la somme des quantités 
de mouvement (n*» 11), on a l'équalion 

AAp.^^ =k(p-p')=.- \r.F'(r) g h, 
ou plus simplement 



{o.^) 



dt^ Pi ÔJc"^ 



Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur la grandeur 
du déplacement $ de chaque tranche; si l'on suppose ce dépla- 
cement très petit, ce qui a lieu dans les mouvements vibra- 
toires qui produisent le son, on pourra dans l'équation (21) 
négliger les quantités petites du second ordre, c'est-à-dire le 
carré de $, et par conséquent dans F'(r) remplacer i^parci; 
l'équation se réduit alors à une équation linéaire 

dt^~ pi ôx^' 

Si l'on remarque que l'élasticité suivant une ligne isentro- 
pique est 

elle prend la forme 

fj^ _ E, ^ 
^^'^'^ dt^ ~~ pi dx^' 

l'élasticité E^ se rapportant à l'état d'équilibre. 
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87. Nous poserons, pour abréger, 

(.3) . = y/|. 

On vérifie aisément que Téquation différenliolle (22) admet 
pour intégrale générale 

(24) l — o{a' — itil) -f-<!/(.r -Hw/), 

ç(x) et '^(jr) étant deux fonctions aihitraires, que l'on déter- 
minera par Tébranlement inilial. Si l'on suppose Téhranle- 
ment initial concentré entre deux plans perpendiculaires à 
Taxe et menés, Tun par Torigine (), l'autre par le point A 
( /Z^'. 18), à une distance z du premier, ces deux fonctions se- 
ront nulles pour toutes les valeurs positives de j" plus grandes 
que £ et pour toutes les valeurs négatives. D'après cela, pour la 
partie du tube qui est à droite et à une distance de l'origine 
plus grande que e, la fonction 4'(-^ -f-w/) sera constamment 
nulle, et l'intégrale (2/1) se réduira à 

Le plan M, situé à la distance jc de l'origine, commencera à 
être ébranlé au temps / =: 9 pour le(|uel j:- — to^ = e, et 

il cessera de l'être au temps ^ r= — pour lequel ,r — tu / = o. 

Au temps t, la partie ébranlée vers la droite est comprise 
entre deux plans M et N, situés à des dislances de l'origine 

Vi^. 18. 



-, -^ - T 

i I I 

I I I 



N' M' \ M N 

égales àci)^etàci)^4-e. L'ébranlement initial se partage donc 
en deux ondes qui se propagent uniformément de part et 
d'autre avec la vitesse to. 

Le raisonnement précédent s'applique à la propagation des 
vibrations longitudinales dans tous les corps, gaz, liquides, ou 
solides. Dans les gaz en particulier, si l'on désigne par 7 le 
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C 



rapport j~ des deux chaleurs spécifiques, la formule (12) 
<lonne Ejx = y/^i, et la formule (28) devient 

(25) (0 — y -Y = V^TéTi ^1 = v/ïé'«/^o^of. 

La vitesse de propagation du son est proportionnelle à la 
racine carrée de la température absolue. 



Équivalent mécanique de la chaleur. 

88. De la vitesse de la propagation du son on déduit le rap- 
port des chaleurs spécifiques 

(0* 

(26) Y= ?r 

L'équation (8) donne ensuite la chaleur spécifique à pression 
constante, 

(27) C, = -^, 

Y 
exprimée en kilogrannnètres. 

Si l'on désigne par c cette même chaleur spécifique évaluée 
en calories, Téquivalent mécanique de la chaleur, ou le rap- 
port de la calorie au kilogrammètre, sera 

(28) E^^= ''''''"'' - 



'<-',) 



De la vitesse limite du son (c'est-à-dire de la vitesse de pro- 
pagation des vibrations infiniment petites), déduite de ses 
observations, Regnault a conclu le rapport 7 = 1,3945. En 
prenant ensuite 

a rzz 0,00867, Po-=: 10^33^, TïJo ==: — =: 1*^,293187, C=: 0,2877, 

il a trouvé, pour Téquivalent mécanique de la chaleur, 

£ = 436. 
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CHAPITRE V. 

CHALEURS LATENTES DANS LES CHANGEMENTS D'ÉTAT. 

Liquide et vapeur. — Relation entre la chaleur latente et la pression. — Eau 
et glace. — Chaleur spécifique de la vapeur saturante. — llelation entre 
cette chaleur spécifique et celle du liquide. — Kiitropie d'un niclan^e de 
liquide et de vapeur. — Énergie. — Travail dans la détente de la vapeur 
d*eau. 



Liquide et vapeur. 

89. Nous avons dit (n<»'*l) que la prossion p {\o la vapeur 
en contact avec une surface liquide piano est indépendante de 
la quantité de liquide; c'est une fonction de la lempérature 
seule. Quand le chanprement d'état s'opère à lempérature 
constante, la pression restant elle-même constante, la por- 
tion de la ligne isotherme correspondante est une droite AH, 
parallèle à l'axe Oc {Jig. 19). Nous avons désigné par u le vo- 



Fig. 19. 
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lume spécifique PA du liquide sous la pression normale de 
vaporisation p, par u' le volume spécifique PB de la vapeur sa- 
turante normale; ces trois quantités Uy u'y p sont des fonctions 
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de la température seule. La transformation de i^^ de liquide 
en vapeur suivant la droite AH exige une certaine quantité L 
de chaleur, que Ton appelle chaleur latente de vaporisation, 
et qui est aussi fonction de la température. 

La chaleur latente produit un travail extérieur ABB'A' égal 
à p{ii' — u); mais la plus grande partie de cette chaleur esl 
employée à Taugmeutation d'énergie qu'éprouve le liquide 
quand il passe à Télat de vapeur. Regnault a déterminé par 
expérience la chaleur latente de vaporisation pour quelques 
liquides à diverses températures, et il a représenté par des 
formules empiriques les résultats de ses ohservations. Pour 
l'eau, il a trouvé 

L =: E ( 6oG , 5o — o , 695 1 ) ; 

le travail extérieur accompli est 

p{it' — «) =iE(3i , 10 -I- 0,0960; 
on en déduit l'accroissement d'énergie 

AU — : E ( 576 , .40 — o , 79 1 0« 

La vingtième partie à peu près de la chaleur latente sert à 
effectuer le travail extérieur qui accompagne la dilatation de 
l'eau quand elle se change en vapeur; le reste produit l'aug- 
mentation d'énergie intérieure. 

Pour définir le mélange de liquide et de vapeur, nous avons 
appelé X le poids de la vapeur, i — x celui du liquide, et nous 
avons vu (n** k\) que le volume du mélange est donné par la 
formule 

v=iu-\-(u' — u)Xy d ou x^=z— 

u' — u 

L'état du mélange de liquide et de vapeur dépend des deux 
variables T et ^r ou T et r. 

Relation entre la chaleur latente et la pression. 

90. La quantité de chaleur dQ nécessaire pour une transfor- 
mation infiniment petite MM' (y?^. 19) d'un mélange de liquide 
et de vapeur, suivant la droite AB, est la quantité de chaleur 
nécessaire pour vaporiser un poids dx de liquide à la tempe- 



CHALEURS LATRNTKS DANS LKS CHANGP.VF.NTS d'^TAT. 9I 

dlurc T; on a donc 



el, par suite, 



on on déduit 



ti — // 



dit — -r^ : : t^t-—, r di ; 

1 I (//—// ) 






\d\' tf T< //' — // 
ot, en vertu de la relation ( III ) du n" 73, 

Mi) - '' ... 

V^/T \. "Tu/' //) 

Mais, tant qu'il reste en prés(»nce du rujuide et de la vapeur, 
la pression p est indépendante d(» ./• (»t par conséipient du vo- 
lume r; on a done, d'une manière jrénérale, 

dj^ ^1. 

Jï '- 'ï ( II'"- m' 
ou 

il) --; ={11 — II) -j^,- 

j (il 

Telle est la relation remarqualde qui existe entre la rlialenr 
latente et la pression normale de\ai)orisali()ii, à la menu» tem- 
pérature. 

La vraie chaleur latente de vaporisation L', c'est-à-dire celle 
qui représente l'accroissement d'éner^xie du corps, a pour ex- 
pression 

L':=i- L — /M //' — // ). 
On en déduit 

rp rai ' ~rp ' > 

et, d'après l'équation (i), 

L' . , .dp p{ti'—u) , [dp p 

T=^" "^5Î" T ^i^'-^'\ 

ou 



dT T 



T ' ' (fV 
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Eau et glace. 

91. La relation (i) s'applique également an phénomène de la 
solidification. En désignant toujours par ii le volume spécifique 
du liquide, on appellera u' celui du solide; Tétat du mélange 
sera défini par le poids œ du solide. Mais, comme dans le pas- 
sage de l'état liquide à l'état solide il y a dégagement de cha- 
leur latente, il faudra changer le signe de L. De l'équation (i) 
on déduit ainsi 

en , , ,T 

Ordinairement, u' est plus petit que ;/, et la température 
normale de fusion augmente avec la pression. Mais pour l'eau, 
u' étant plus grand que //, on en conclut que la température 
normale de fusion de la glace is'ahaisse quand la pression aug- 
mente. (]'est le phénomène qui a déjà été signalé au n" 46, 
comme conséquence de la position des lignes isothermes. La 
formule précédente permet de calculer cet ahaisscment de 
température; à la température ^ =: o ou T = 2-3, on a 



,1 



u — Il I f o,ooi 



Il — u 



Il iiî43 11)43 



, L=z:79-^5=:34662'^8^ 



On trouve ainsi qu'un accroissement de pression d'une atmo- 
sphère, io333*^8, produit un ahaissement de température de 
j-J-g de degré C. Ce résultat, prévu par M. James Thomson, a été 
vérifié par M. William Thomson. M. Mousson a pu abaisser 
la température de fusion de la glace jusqu'à — i8% en exerçant 
une pression très grande. 

M. Helmholtz a aussi démontré, par une expérience ingé- 
nieuse, que, réciproquement, si la pression diminue au-des- 
sous de la pression atmosphérique, la température de fusion 
de la glace s'élève. 

92. On peut de la même manière expliquer les expériences 
curieuses de Faraday et de M. Tyndall. Une expérience de 
M.Tyndall consiste à placer delà glace pilée entre deux moules 
de huis très épais, creusés de cavités lenticulaires dans les 
deux faces en regard. On comprime énergiquemenl la glace 
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entre les deux moules, et, quand on les écarle ensuite, on con- 
state qu'il s'est formé une lentille de glace parfait enient ho- 
mogène et transparente. La glace s*est fondue, en partie au 
moins, pendant la compression, et le liquide formé s'est soli- 
difié de nouveau à la pression atmosphérique. Faraday a dé- 
signé ce phénomène sous le nom de re^el. Il suffit du reste» 
que deux morceaux de glace se touchent sous une légère 
pression pour qu'on les voie se souder l'un à l'autre. Quand 
deux corps solides se touchent par un élément de surface w 
et sont pressés l'un contre l'autre avec une force F, la pres- 

F 

sion p par unité de surface est />:==:-; elle peut être très 

grande à cause de la petitesse de tu. S'il s'agit de deux mor- 
ceaux de glace, la pression qui s'exerce au point de contact 
abaissant la température de fusion, une petite (|uantité de 
glace se fond en cet endroit; l'eau qui en résulte, se répan- 
dant à l'entour, et n'étant plus soumise à la même pression, se; 
gèle de nouveau. Mais, à mesure (|ue le phénomène se pro- 
duit, la surface de contact w s'élargit et la pression/y diminue. 
Le phénomène cesse quand la surface w est devenue assez 
grande pour que la pression p soit inférieure à la pression 
normale de fusion relative à la tenq)érature de l'expérience. 

C'est là ce qui se passe quand on comprime des morceaux 
de glace dans un vase; les morceaux se touchent par leurs 
aspérités, sur lesquelles s'exerce la pression la plus forte; ces 
aspérités fondent, les morceaux glissent les uns siu' les autres, 
se touchent en de nouveaux points cpii fondent à lemMour; 
en môme temps, l'eau provenant de la fusion se loge dans les 
vides, où, n'étant plus soumise à la même pression, elle se 
congèle de nouveau; à la fin, on a un hlocde glace présentant 
la forme du vase. 

Toutefois, ce bloc de glace, comme l'a montré M. Bertin, 
diffère par ses propriétés optiques d'un hloc de glace naturel : 
ce dernier, formé de cristaux orientés tous dans la même direc- 
tion, présente des apparences de polarisation colorée, tandis 
que le premier, dont les particules sont orientées dans tous 
les sens, se comporte comme un morceau de verre. 

Ces phénomènes, produits par la pression, paraissent jouer 
un rôle important dans la marche des glaciers. On sait que les 
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glaciers marchenl comme des fleuves : d'après les observations 
de M. Tyndall, la mer de glace du Montanvers, à Chamouni, 
s'avance de o™, 4 par jour d'hiver et de 0^,75 par jour d'été. 
La pression exercée par la colonne de glace à sa base pro- 
duit une fusion locale et permet un glissement sur les rochers 
qui forment le lit du glacier. 

Chaleur spécifique de la vapeur saturante. 

93. Considérons une transformation inflniment petite de la 
vapeur saturante normale, et désignons par a' et C^ le coeffi- 
cient de dilatation et la chaleur spécifique à pression con- 
stante de la vapeur dans le voisinage du point de saturation. 
Nous aurons, en vertu de la formule (16) du n'* 76, 

clQ^Cpcrr — oi'u'Tclp, 

et, en remarquant que la pression p de la vapeur saturante 

est une fonction de la température seule, 

■ 



Si Ton pose 






(3) 


m' .-- i.p- 




on a 






(4) 


UQ -1 


m' <rF. 



Cette quantité m', que Ton ap|)elle chaleur spéci/ifjue de la 
vapeur saturante normale, est la différence de deux quantités 
positives; on conçoit qu'elle soit positive pour certaines va- 
peurs, négatives pour d'autres ; comme elle est fonction de 
la température, on conçoit aussi que, pour une même vapeur, 
elle change de signe avec la température. C'est précisément 
ce qui a lieu. 

A l'inspection du Tableau suivant, qui a été calculé par 
M. Clausius, on remarque que la quantité m' est positive pour 
la vapeur d'éther, négative pour la vapeur d'eau et que, pour 
la benzine et le chloroforme, elle est d'abord négative, puis 
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positive. Comme la valeur relative de m' va en croissant dans 
tous les cas, on est conduit à penser que, pour toutes les va- 
peurs, la chaleur spécifique de la vapeur saturante est néga- 
tive au-dessous d'une certaine température, positive aunlessus. 
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94. La transformation que nous venons de considérer s*ac- 
•complit sur la ligne '<? iffg» ly ), qui figure le volume et la pres- 
sion de la vapeur saturante normale à diverses températures. 

Le signe de m' indique la disposition des lignes isentro- 
piques par rapport à cette ligne. Supposons d'abord ni' né- 
gative; quand on s'élève de M en M' sur la ligne '<,> {/ig. 20), 
le volume u' de la vapeur saturante diminue et la température 
augmente; la quantité de chaleur ^/Q=i: m' ^f, qui correspond 
à la transformation MM', est négative, c'est-à-dire qu'il y 
a dégagement de chaleur; si l'on rétablit cette chaleur déga- 
gée, la vapeur se dilatera de M' en C sur la ligne isotherme 
T -h dïy en s'éloignant de son point de saturation M'; la quan- 
tité de chaleur relative à la transformation M M' G étant nulle, 
le point C appartient à la ligne isentropique [a, qui passe par 
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le point M. Au contraire, quand on descend de M en M'' sur la 
ligne <;>, la température diminue et il y a absorption de cha- 
leur; si l'on enlève cette chaleur ajoutée, une partie de la va- 
peur se condensera suivant la partie rectiligne M"D de la ligne 

Fi{». 20. 



l-^dT 




isotherme T — cTf; le point 1) appartient aussi à la ligne [i. 
Ainsi, quand la chaleur spécifique m' de la vapeur saturante est 
négative, la partie supérieure de la ligne iscntropique [x est à 
droite de la ligne 'Ç, la partie inférieure à gauche. 

11 en résulte deux phénomènes importants: i*» une com- 
pression brusque MG de la vapeur saturante normale à la 
température T, sur la ligne iscntropique [x, l'amène à l'état C 
de vapeur surchauffée, c'est-à-dire éloignée du point de satu- 
ration normale M', qui correspond à la température actuelle 
T -+■ dJ. 2<» Une dilatation brusque MD l'amène à l'état de mé- 
lange de liquide et de vapeur, défini par le point D sur la ligne 
isotherme T — clT; une portion de la vapeur, représentée par 
la longueur M" D, s'est condensée. On en conclut qu'une corn- 
pression brusque surchauffe la vapeur d^eau et qu'une détente 
brusque produit une condensation partielle. 

Lorsque m' est positive, la disposition des courbes est in- 
verse; la partie supérieure de la ligne [x est à gauche delà 
ligne *<?, la partie inférieure à droite {fig^ 22). Une détente 
brusque surchauffe la vapeur d'éther y une compression brusque 
produit une condensation partielle. 

Cette condensation de la vapeur d'eau pendant la détente 
joue un rôle important dans les machines à vapeur; elle a été 
démontrée théoriquement à peu près à la même époque par 
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M. Clausius el parRankine. M. Ilirn l'a vérifiée expérinioiiia- 
lement. Pour cela, il introduit de la vapeur saturante bien 
sèche, et à une pression plus grande que la pression atmo- 
sphérique, dans un cvlindre fermé par deux plaques de vern»; 
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le cylindre esl alors parlaitement transparent. Quand on le 
met en communication avec Tatmosplière en ouvrant un ro- 
binet, il y a dilatation rapide, la vapeur se condense en partie 
et forme dans le cylindre un nuage opaque de gouttelettes 
liquides. 

M. Uirn a réalisé aussi l'expérience inverse avec la vapeur 
d'élher. Il remplit de vapeur d'élher sèche et saturante un bal- 
lon communiquant avec un cylindre dans lecpiel peut se mou- 
voir un piston. Quand on pousse rapidement le piston dans le 
cylindre, la vapeur est comprimée, et il se forme un nuage 
indiquant une condensation partielle. 

Relation entre les chaleurs spécifiques du liquide et de la vapeur. 

95. Nous avons désigné par fn' la chaleur spécifique de la 
vapeur saturante normale; désignons de môme par m la cha- 
leur spécifique du liquide suivant la ligne ^ (//^'. 2:î), c'est- 
à-dire sous la pression normale de vaporisation, el posons 

(5> m---. Cp — oiuT ^^,' 

Considérons la variation de l'entropie sur le cycle AA'B'BA^ 
formé des parties rectilignes AB et A'B' de deux lignes iso- 

B. — Chaleur, 7 
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thermes T el Th-^ infiniment voisines, et des deux arcs 
AA', B'B appartenant aux lignes 4^ et ^?. Sur la droite AB, 





Fig. 11, 
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la quantité de chaleur absorbée étant L, l'accroissement de 
l'entropie est ^; sur la droite A' B', cet accroissement devient 

T '^" ^ ( T )' ^^^ *^^ ^^^^ ^^ ^^ ^^^ Tentropie éprouve les va- 

nations „, > — ?p — Quand on parcourt le cycle AA'B'BA, 

Tentropie devant reprendre au point de départ sa valeur pri- 
mitive, la somme algébrique de ses variations est nulle, et 
Ton a réquation 

iVoii Ton déduit la relation 



{G) m' - m 



iCÏ 



(pii donne la différence des chaleurs spécifiques de la vapeur 
saturante et du liquide. 

A cause de la petitesse du coefficient de dilatation a du 
liquide, la quantité m, définie par Téquation (5), diffère très 
peu de la chaleur spécifique C^ à pression constante. L'équa- 
tion (6) permet ainsi de calculer, avec une grande approxima- 
tion, la chaleur spécifique m' de la vapeur saturante. 

Entropie et énergie d'nn mélange de Uquide et de vapeur. 

96. En désignant par [Aq l'entropie du liquide en Ao sur la 
ligne ^, à la température Tq, et prenant la variation sur le 



CHàLEUBS LATERITES DA.XS LES CHA^CGEXBNTS D*ÉTàT. 99 

chemin AqA 4- AM i^fig. aS), qui conduit au point M, fifrurant 
le mélange d'un poids x de vapeur et d'un poids i — j; de 
liquide, à la température T, on a 



(7) 






Cette équation, dans laquelle on rejrarde T et x comme des 
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' Ml T, 

\ 
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/ ^° 

variables, et ;i. comme une constante arbitraire, est l'équation 
générale des lignes isentropiques d'un mélange de liquide et 
(le vapeur, sous forme finie. En la différentiant, on obtient 
l'équation différentielle de ces mômes lignes 

(8) d{\;^\.-'l'^,iï - o. 

Si l'on retranche membre à membre «le l'écpiation (7) l'é- 
quation 

» 

qui donne l'entropie au point Mi, dclini par les valeurs Ti et 
jci attribuées aux variables T et .r, on obtient réipiation 

(9) 1^- 1^1- / "X "^" T T~' 

qui détermine la variation de l'entropie du mélange sur 
ligne quelconque MiM. 
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L'équation 
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représente la ligne isentropiquc qui passe par le point Mi. 

97. La quantité de chaleur nécessaire pour effectuer la 
transformation Aq A -4- AM est 



»/T- 



T 
To 



Le travail extérieur accompli pendant cette transformation est 

T 



To 

ou, en intégrant par parties, 









Si Ton appelle Uo l'énergie du liquide eu Ay et U celle du 
mélange en M, comme on a AU = Q — S, on en déduit 

T 

(il) U — Uo = Ljr — (/?r— /?o^'o) + / [m-\-u ^.)^- 

La variation de l'énergie sur une ligne MjM passant par le 
point Ml est 

T 

(12) U — Ui = (L^'—Li^i)— (/><•— /?i^'i)+ / (''' + "5f )^' 

Si la ligne MjM est une ligne isentropique, on a Q = o, 
S =— AU, et par suite 

T 

(i3) s^(L,^,~L^)-4-(/>i^-/>tO-y ('^^-^"^^)^; 

telle est l'expression du travail accompli par le mélange de 
liquide et de vapeur, pendant une transformation sur la ligne 
isentropique passant par le point Mi. 
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Travail de la détente dans la yapeur d'ean. 

98. Ces formules permcllenl de calculer les effets de la dé- 
lenle de la vapeur d*eau dans les niachiues à vapeur. La dé- 
tente, étant brusque, s'effectue suivant une ligne isentro- 
pique. On donne l'état initial, c'est-à-dire la température T| 
de la chaudière et le titre a\ du mélange de liquide et de va- 
peur qu'elle envoie dans le corps de pompe. Pendant la dé- 
tente, la température diminue et une condensation de plus en 
plus grande de la vapeur se produit; l'équation (lo), dans la- 
quelle on remplacera approximativement m par Cp, donnera 
le titre a; du mélange à une température T inférieure à T, ; de 
l'équation r z=z u~\-(u' — u)x on déduira le volume t; l'éipia- 
tion (i3) déterminera ensuite le travail accom|)li pendant cette 
partie de la détente. Voici les résultats trouvés par M. Clau- 
sius, en supposant ^i = i5o% j:'i= i, c'est-à-dire que la vapei r 
soit d'abord saturante et sèche, à la tenipérature de i5o<*C : 
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A la température de 50*», le volume est déjà 26 fois plus 
grand que le volume primitif. 
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MACHINES A FEU. 



Principes généraux. — Machine à air. — Machine à vapeur. — Machine 
idéale. — Machine réelle. — Délente incomplète. — Chemise à vapeur de 
Watt. — Emploi de la vapeur surchauiïée. — Machine à deux liquides. 



Principes généraux. 

99. Les machines à feu directes ont pour objet de trans- 
former la chaleur en travail. Considérons d'abord une machine 
à feu fonctionnant suivant un cycle de Carnot ABCD ^fig. 24), 

Fia. A- 




et mise alternativement en communication avec un foyer ou 
source de chaleur Kj à la température Tj et un réfrigérant Kj à 
la température Ti. La machine prend au foyer une quantité 
de chaleur Q2 et verse sur le réfrigérant une quantité plus 
petite Q,. La différence Q2— Qi a été transformée en un travail 
extérieur S, figuré par Taire ABCD. 
On appelle coefficient économique ou rendement d'une ma- 
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chine à feu le rapport de la quantité de chaleur transformée 
en travail à la quantité de chaleur prise au foyer; ce rapport 

Q.-Q^ _ T, - T, _ T, 
Qi ~ T, T/ 

comme on Fa vu au n® 60, dépend uniquement des tempé- 
ratures extrêmes entre lesquelles fonctionne la machine. 
Dans la pratique, il faut chercher à augmenter ce rapport; 
pour cela, on abaisse la température inférieure T| et Ton élève 
la température supérieure T„ autant qu*il est possible. Sup- 
posons, par exemple, que la température supérieure soit de 
3oo<»C. et la température inférieure de ij"; la valeur du coef- 
ficient économique sera 

T, — T| u — ti 28r> '}.H^) . I 

— ?p — - = - - — — ^r— ., — -- ^1 > environ -- • 
l] a H- /j 270 -î- ooo i>75 a 

Ce serait là une condition très avantap:euse au point de vue 
du rendement; on ne Ta jamais réalisée. 

100. Considérons maintenant une machine fonctionnant 
suivant un cycle quelconque AHCI) {ftg,i^). On suppose 

I 

^1. 



1 V.-^'K ^ 



T. 



\ 



que la machine est en communication alternativement avec 
une source à température variable, à laquelle elle emprunte 
de la chaleur pendant une phase de la transformation, et 
avec un réfrigérant à température variable, auquel elle cède 
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de la chaleur. Menons deux lignes isothermes Ti et T, et 
deux lignes isentropiques |jl, et (I2 tangentes à ce cycle, de 
manière à lui circonscrire un cycle de Carnot, et désignons 
par A, B, C, D les points de contact de ces quatre courbes avec 
le cycle proposé. 

Dans la partie ABC du cycle, la machine absorbe de la cha- 
leur ; car l'entropie «a va en croissant du point A au point C et 
Ton a, pour une transformation infiniment petite, dQ = T d\t.. 
Dans la partie CDA, elle dégage au contraire de la chaleur. 
(]es deux quantités de chaleur sont données par les intégrales 
définies 






évaluées, la première suivant la ligne ABC, la seconde suivant 
la ligne ADC. Si l'on désigne par T2 etTj des valeurs moyennes 
de la température sur ces deux lignes, on a 

Q2-:To(|A2 — ;X,), Qi T'j([X2— |X,), 

d'où 

Q2 " t; '■ t;* 

Le rendement est le même que si la machine fonctionnait 
suivant un cycle de Carnot entre la température T', inférieure 
à T2 et la température Tj supérieure à Tj ; il est plus petit 
que si elle fonctionnait suivant un cycle de Carnot entre les 
deux températures extrêmes Tj et Tj. Pour deux températures 
extrêmes données, le cycle de Carnot est donc le plus avan- 
tageux; il donne le rendement maximum. Ce qui le caractérise, 
c'est que le foyer fournit de la chaleur à la machine à tempé- 
rature constante, et que le dégagement de chaleur dans le 
réfrigérant s'opère aussi à température constante. 

Machines à air. 

101. Lorsqu'une machine à air fonctionne suivant un cycle 
de Carnot ABCD (/l^. 24), il est facile, d'après les propriétés 
des gaz, de calculer toutes les circonstances du phénomène. 
Supposons que la machine contienne i^s d'air et désignons 
par ^1, f^j, /j, ç\ les volumes du gaz aux points A, B, C, D. 
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Suivant la ligne isotherme AB, Tonergie U, du fçaz restant 
constante (n<»78), toute la chaleur ahsorbée Q, est convertie en 
travail extérieur ABB'A'. 

Sur la ligne isentropique BC, Ténerprio du fçaz diminue; la 
perte d'énergie U, — U, est converlie en un travail extérieur 
BCC'B'. 

Sur la ligne isotherme Cl), Ténergie Uj restant constante, le 
travail extérieur CDD' C, dépensé pour la compression du gaz, 
est converti en une quantité égale de chaleur Q, V(»rsée sur 
le réfrigérant. 

Enfin, sur la ligne isentropique DA, le travail extérieur 
D AA'D' nécessaire pour produire l'au^rmentation Uj— l'i d'é- 
nergie est égal au travail IMIC'IV accompli par la machine 
pendant la délente BC. Les deux phases BC et DA de la irans- 
formalion se compensent donc exactement. 

Si Ton se donne les volumes c, et c* au commencemeut et à 
la fin de la transformation isotherme AB, on calculera le vo- 
lume ç\ en D et le volume c, en C à la lin de la détente, en 
remarquant que sur chacune des lignes isentropiques AD, B(], 
la quantité T^^t-* conserve une valeur constante (n"8o); on en 
déduit 

!1l -- ^^ - i 11 V' ' 

L'énergie restant constante sur les lignes isoth(»rmes AB, DC, 
l'équation des forces vives ciQ ---. d{] -\- p ch se réduit à 

les quantités de chaleur sont déterminées par les relations 

j 2 11 » 1 

Machines à vapeur. 

102. Machine idéale. — On peut se représenter une machine 
à vapeur fonctionnant, suivant un cycle de Carnot, de la ma- 
nière suivante. Un même cylindre remplirait à la fois le rôle 
de chaudière, de corps de pompe et de condenseur. Supposons 
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que le cylindre contienne l'^'d'eau à la température Tj et sous 
la pression correspondante/?,; la chaleur fournie par le foyer 
transforme une partie de cette eau en vapeur à la température 
constante T,; cette première phase de l'opération est re- 
présentée par une droite AB (/?^.26), parallèle à Taxe Or, 
puisque la tension de la vapeur est constante. On laisse en- 
suite la détente s'opérer suivant une ligne isenlropique BC, 

Fiç. 26. 
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jusqu'à la température Ti. Pendant la troisième phase, on 
comprime le mélange à la température constante Tj, suivant 
la droite Cl), et Ton peut supposer que le cylindre est alors 
entouré d'eau froide à la température Tj. Enfin on comprime 
de nouveau suivant la ligne isentropique DA, de manière à 
ramener le mélange à son état primitif A. 

Le long de la ligne isotherme AB, une portion a?, du liquide 
s'est transformée en vapeur, et le foyer a fourni pour cela une 
quantité de chaleur Q, = L^o:,. De B en C, le mélange se dé- 
tend sans gain ni perte de chaleur; une partie de la vapeur 
se condense ( n° 94. ) ; si l'on appelle Xi le titre du mélange en C, 
on aura, d'après l'équation (10) du n^ 96, 
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Cette équation permet de calculer x^; on connaîtra donc l'état 
du mélange à la fin de la détente, au point C. 

Suivant la ligne isotherme CD, une nouvelle quantité de 
vapeur se condense, à la température constante Ti ; si l'on 
appelle x' le titre du mélange au point D, la quantité de cha- 



màchixes a feu. io- 



i 



leur versée sur le réfrigérant est Q, = L, (.r, — .r'). Quant à la 
valeur de x\ elle sera déterminée par la condition que le mé- 
lange revienne du point 1) au point A, c'est-à-dire à l'état pri- 
mitif, en suivant une ligne isentropique. Il faut pour cola que 
l'on ait, en remarquant qu'au point A la valeur de j" est nulle, 

(.) -^'-'l^ T''^'^- 

La quantité œ^ de vapeur produite est donnée arbitraire- 
ment, et Ton peut calculer toutes les autres quantités en 
fonction de celle-là. En rotranchanr l'équation (^) do l'équa- 
tion (i) membre à membre, on fdMicMit 

La valeur de Qj peut donc s'écrin* 

Q, — Lj./j r,r • 

1 4 

La quantité de clialeur convertie eu travail est alors 

T, - W 



Q, - Q, -.-. L,.r, 



1\ 



On voit d'abord que le coenirient é(()nonii(|ue a pour ex- 
pression 

Q -Q. _ T^~ T, 

ce qui devait être, puisque la macbino fonctionne suivant un 
cycle de Carnot. 

Le travail extérieur effectué par la macliino est 



S — \^hJ\ — „, 



T, T, 

r 



Tel est le travail effectué par un poids x^ de vapeur. Pour l'^e 
de vapeur, le travail est 

T^ j 

( 3 ) c» •" Lj — ^rp > 



io8 
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c'est là le maximum de travail qne puisse produire i^» de va- 
peur entre le? liI^Jite^ de températures données. 

On n'a [ia< encore réalisé de machine à vapeur dont le jeu 
s'efTectu** suivant un cyle de Carnot. Nous dirons quelques 
mots des macliines réelles. 

103. Marltines rieUe^,— Considérons une machine à double 
ï'fl'et r't à çoii(l«*n.sation, fonctionnant avec une chaudière à la 
lï'HjpératiH'e T* et un r/'IVijjérant à la température Tj. Appe- 
lons Xj le titre de la vapeur inélan^H'*e de jrouttelettes liquides 
que fournit la chaudière, />Ja pressi(»n correspondante, et sup- 
posons que le poids du mélanj.'e rmplové à chaque coup de 
piston soit de i*'?. Ce mélan|-'^e arrive au-<lessus du piston 
et a^^it à pleine pression pendant une partie de la course 
\'B' ^//A'. p.;); alors, par le jeu du tiroir, la communication 
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Vr n \' 
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G F' 



llomlcns'. 
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^w 
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Chaoïllere. 



du corps d(î |)ompo avec la chaudière est interrompue, et la 
v.â|)«»iirse (lét(Mid|)endant que le piston marchedeB'enC. Nous 

sn|q>os(»rons la détente complète, c'est-à-dire que la pression 
d(* la v.i|)(»ur au |)oint C', à rexlrémité de la course du piston, 
î^oil éj^ah» à la pression i\ qui correspond à la température Ti 
du condenseur. 

L<* fo,y(»r fournit d'ahord une quantité de chaleur égale a 

/ /// //T, pour porter Teau alimentaire de la température Ti 
•Il 
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à la température T,; une fraction ^2 <I^' ^'^ \U\mdc est ensuite 
transformée en vapeur à la température Tj, ce qui exijje une 
quantité de chaleur égale à Lt-'s- '^«^ chaleur totale fournie 
par le foyer est donc 



Q. -: Lj.i':: :- 1 //* (fW 



T, 

Après la détente, le mélange est à la température T| et ren- 
ferme un poids I — Xi de liquide (|ui n'éprouve aucun changi;- 
ment et un poids .2-1 de vapeur (|ui se liquéfie dans le conden- 
seur et dégage une quantité Qi de chaleur égale à Li Xf. La 
quantité de chaleur transformée en travail est donc 



.1, 

" T. 



(4) S ^(), -y, Lit, Lpr, ,- / mciW 



et, en remplaçant .rj par sa valeur (i), 



.Ts 



• T. 



(5) S --LiU'i ",., ^ -'■- f nili— ' jf/T. 



lO'f.. On arrive au même résultat en évaluant directement le 
travail. La face inférieure du piston, étant toujours en com- 
munication avec l'atmosphère du condenseur, supporte la 
pression pi. Pendant la phase AH, la différence des pressions 
qui agissent sur les deux faces du piston eslyvj — pi; si Cj est 
le volume du mélange en B, le travail accompli à pleine pres- 
sion est ^^(pi — pi). Si Ton désigne par \\ le volume du mé- 
lange en C, et si l'on tient compte de la pressioiiy>i (jui s'exerce 
sur la face inférieure du piston, le travail accompli pendant la 
délente BC est, d'après l'écpiation (i3) du n'* 97, 

LîXi — LiJCi\-piK\ -Pi^'i-:- I Ini :-//-/., )^n'—/>i(i',—i'iL 

La somme est 

L2^':i — Li^i h I m crY H- / Il dp, 

11 faut en retrancher le travail nécessaire pour le jeu de la 
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pompe alimentaire D qui, à chaque coup de piston, prend 
i^^s de liquide dans le condenseur à la pression /?i et le porte 
dans la chaudière sous la pression plus élevée /?i. Si Ton dé- 
signe par H la pression atmosphérique, le travail nécessaire 
pour soulever le piston de cette pompe est (H — pi) Ui; pour 
comprimer un peu Teau dans le corps de pompe et porter sa 
pression de pi à />,, il faudra ensuite une quantité de travail 

égale à / p du — Il {u^ — Uj^); l'eau pourra alors être re- 

foulée dans la chaudière avec un travail (/?2 — H) Mj. Le tra- 
vail nécessaire pour le jeu de la pompe alimentaire est donc 



j ucip, 



et l'on retrouve la formule (4). 



Lorsque la vapeur fournie par la chaudière est sèche, c'est- 
à-dire lorsque jtj = i, l'équation (5) devient 

(6) S --. U ^' ~ ^' -hf \n(i^- ^^clT. 

En remplaçant m par la chaleur spécifique C à pression con- 
stante et supposant cette chaleur spécifique constante, on a 
une formule suffisamment approchée pour la pratique 

(7) S U ^^^^ + C(ï, TO - CT, log J-'. 

12 11 



105. Dans cette machine, le coefficient économique a pour 
valeur 

T. 

L5X2 ~ .;t~^ - f m{ i — ,V ) dT 

»/'r 






Q2 ■ r'^ 



J?2 "•' I 

on peut le nicllrc sous la forme 



Q2-O, _.T,-T, 



T 

T. r mf^- J- )dT 

• /'p 



T, 



1^2 4- / 



T, y 



Q2 T_ 

mdT 
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il est plus petit que si la niachinc fonctioniuiit suivant un cycle 
de Carnot; rimperfection du jeu de la inacliiiie donne Heu à 
une perte de travail. 

11 y a avantage à employer de la vapeur sôche; car, en fai- 
sant x,=i, on diminue le second ternie, et le coeflicient éco- 
nomique se rapproche de la valeur maximum. Nous suppose- 
rons, dans tout ce qui suit, que la vapeur fournie par la 
chaudière est saturante, mais sèche. 

Soit, par exemple, une machine dont la chaudière est à la 
température de i5o*C. et fournit de la vapeur sèche, et dont 
le condenseur est à 5o^ Dans ces limites de température, le 
coefficient économique maximum est 

Tî — T| loo 

-- ,,, — — ..— . - - <),?.oO. 

1 2 '^'"Jo - i.>o 

La formule (7) donne S - iS^E. La quantité de chaleur four- 
nie par le foyer est 

Q,-_.:.C(T,-.-T,)-: L, Oo'-iE. 

Le coefficient économique est — — 0,1^19. L'imperfection 
du cycle le diminue de 0,017, ou de 7,2 pour 100. 



106. Détente incomplète, — Dans ce qui précède, nous avons 
supposé la détente d(î la vapeur complète, depuis la température 
de i5o"de la chaudière jusqu'à la température So" du conden- 
seur ; dans ces conditions, le volume final de la vapeur, conune 
nous Tavons vu (n<» 98), serait viiifçt-six fois le volume primitif. 
Dans la pratique, on est loin d'utiliser toute la détente; le vo- 
lume final de la vapeur ne dépasse jçuère quatre fois le vo- 
lume primitif; il résulte de là une nouvelle perte de travail. 

Supposons donc qu'on arrête la détente au point F (/z^'. 28), 
à la température T'; la vapeur, ayant alors une tension // su- 
périeure à />!, se précipite dans le condenseur; la perte de 
travail est figurée par Taire FCG; c'est la portion du travail de 
la détente qui n'est pas utilisée. Désignons par v' le volume 
du mélange en F; d'après la formule (i3) du n«97, ce travail 
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perdu, diminué du travail de la pression /?i qui s'exerce sur la 
face inférieure du piston, a pour valeur 



T, 

en le retranchant de la quantité (4), on a 
et, approximativement, 



(8) ^--^U^,-—^ -^{p'-Pi)v'-^j mli-y^jdT-'j udp. 



(9) ^ ^UœJ\^ r_4.(yy_^,)(,/._,,).^C(T,-T0--CTqogI?- 



Supposons que, dans la machine que nous avons prise 
comme exemple, la détente cesse à la température de loo^C; 
le volume de la vapeur à la fin de la délente est quatre fois 
plus grand qu'au commencement; l'équation précédente 
donneS^zggE. La détente complète donnait S = i32E; la 
perte de travail due à l'imperfection de la détente est donc 
33 E, c'est-à-dire un quart du travail que l'on obtiendrait avec 
la détente complète. 

107. Chemise à vapeur, — Watt a imaginé d'entourer le 
corps de pompe d'un deuxième cylindre dans lequel passent 
les gaz du foyer, après avoir échauffé la chaudière et avant de 
se rendre dans la cheminée; ces gaz fournissent de la chaleur 
à la vapeur et empêchent la condensation qui a lieu habituel- 
lement pendant la détente. On évile ainsi la formation dans le 
corps de pompe de l'eau de condensation, qui gêne la marche 
du piston, et le rendement est augmenté sans qu'il soit néces- 
saire d'augmenter beaucoup la dépense de combustible. Sup- 
posons que les gaz du foyer maintiennent la vapeur à l'état de 
vapeur saturante sèche, et calculons le travail disponible dans 
ces conditions, quand la détente est complète. 

Si l'on emploie un poids de vapeur de l'^s pour chaque coup 
de piston, il faudra d'abord une quantité de chaleur égale 
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à C(T, — T|) pour élever IVau de la température Tj à ta tem- 
pérature Ts, puis la quantité L, pour la vaporiser à la tem- 

pérature T,, et enfin la quantité / m'dï pour maintenir la 

vapeur sèche de la température T, à la température Ti. La 
quantité totale de chaleur Qj fournie par le fo^er est donc 



Q,r f \:.rr^L,-:- f 



T. ^T| 

' T, -T, 



La vapeur arrive alors sèche au condenseur, et la quantité de 
chaleur qu'elle lui fournit est Qi— Li- La (piantité de chaleur 
transformée en travail est donc 



T, ,. T, 



Q,.-QiL^ L,— Li-r- / \:crï f ( ni)cn\ 

Si Ton remplace C par w, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le 
travail produit par i^s de vapeur a pour valeur 

T 

S - L,-L,-- ( \m'—m)crï. 

On peut simplifier cette expression à l'aide de la relation (G) 
du n® 95; on en déduit 

et, par suite, 

(10) s - / rp- ^/T. 

On a, d'après les expériences de Jlegnaidt, 

L - (GoG, .)o — (>, Gfjj t ) E -~ ( 7<)(>, jJ) — c», ()()5 T ) E, 
d'où 

Y — \T ^'^î>^ j*^- 

^l> en remplaçant dans la formule précédente, 

(M) s = r796,251og^-o,G95(T,-T0 E. 

B. — Chaleur. 8 
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Si Ton applique celle formule à une maciiine fonctionnant 
avec une cJiaudière à i5o<» et un condenseur à 5o% on trouve 
S = i/i4E.La machine ordinaire, fonctionnant entre les mêmes 
limites de température (n*»105), donnait i32E; la quantité de 
travail fournie par l'^s de vapeur est augmentée de 12E, soit à 
peu près du onzième de sa valcîur primitive. 

108. Emploi de la vapeur surchauffée, — Dans les machines 
qui précèdent, nous avons supposé que la vapeur était tou- 
jours saturante, en arrivant dans le corps de pompe et pen- 
dant la détente. Pour augmenter le coefficient économique, 
il faudrait porter la chaudière à une très haute température; 
mais la tension de la vapeur d'eau croît si rapidement quand 
la température s*élève, que Ton est hientôt arrêté par le défaut 
de résistance des chaudières. On évite cette difficulté en em- 
ployant de la vapeur surchauflëe: on peut alors élever la tem- 
pérature sans augmenter outre mesure la tension de la va- 
peur. La vapeur, en sortant de la première chaudière, passe 
dans une deuxième chaudière, où elle est échauffée par les 
gaz qui ont déjà servi à chauffer la première; la pression de 
la vapeur ne change pas, parce que les deux chaudières restent 
constamment en communication. Cette vapeur surchauffée se 
rend dans le corps de pompe où elle travaille d'abord à pleine 
pression, puis elle se détend et se rend au condenseur. 

Soit E {fig- 28) l'état de l'eau qui arrive dans la première 



Fiç. 28. 




C' o 



chaudière à la température Tj du condenseur et sous la pres- 
sion pt ; elle est d'abord échaulï'ée, tout en restant liquide, jus- 
qu'à la température T, et passe à l'état A en changeant très 
peu de volume; alors elle se transforme en vapeur saturante 
sèche à la même pression /?, et arrive à l'état Ai. Ensuite la 
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vapeur passe dans la deuxième chaudière où les gaz du foyer 
réchauffent sous pression constante jusqu'à la température T,, 
et ramènent à l'état B. La quantité Qs de chaleur fournie par 
le foyer pendant ces trois transformations est 



Q.^^f \:dT^U^f 'CfiT. 



Tl 



EnOn la vapeur se rend dans le corps de pompe et se détend, 
de la pression p^ à la pression Pi du condenseur, suivant la 
ligne isentropique BC. Quoique d'abord surchauffée, la vapeur 
devient bientôt saturante pendant la détente; elle se condense 
ensuite partiellement et se trouve au titre ar^ quand elle arrive 
au condenseur, où elle se liquéfie. L'eau est alors à l'état D et 
le jeu de la pompe alimentaire, qui la porte dans la chaudière, 
la ramène à l'état primitif £ sous la pression pt, suivant uni* 
ligne isentropique D£ qui est sensiblement une droite paral- 
lèle à Op, puisque le changement de volume est très faible. 
La chaleur versée sur le condenseur étant Qi=:Lia?|, la 
chaleur transformée en travail est 



Q,— Q, — L: -L,.r, -/" CcfT \- f^' C ciT. 



En écrivant que la variation de l'entropie sur le cycle fermé 
est nulle, on a l'équation 



n 



T 



d'où 



T« r /. Tl 



T 

et, par suite, 



r, L, ^ r'C ^ ^ r'«c' _ 



(n) S = I, îi^H-jf^ •c(.-^)^+jr\.(,-^)^. 

En comparant cette formule à la formule (6), et remarquant 
que m est à peu près égal à C, on voit que, dans la machine à 
Tapeur surchauffée, il y a, pour i^ de vapeur employée, une 
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augmenlalion de travail égale à 

(i3) \S.-J^'cfi'-] 

Supposons que, la première chaudière étant à i5o« et le 
condenseur à 5o", comme précédemment, la vapeur soit sur- 
chauffée jusqu'à 3oo** et que la délente soit complète. La cha- 
leur spécifique C de la vapeur surchauffée est encore mal 
connue; nous la supposerons constante et égale à o,48o5. On 
trouve alors 0^1=: 0,771, AS=:23E. L'augmentation de la 
quantité de travail fournie par 1*^8 de vapeur est égale à peu 
près au sixième de sa valeur. 

109. Machine à deux liquides, — Il est importanl, comme 
nous l'avons vu, pour le rendement de la machine, que les 
deux températures Tj et Tj, entre lesquelles elle fonctionne, 
soient, l'une aussi élevée, l'autre aussi basse que possible, et 
que la vapeur opère sa détente complète de l'une à l'autre. 
Mais cette dernière condition exigerait que la machine eût 
des dimensions impossibles à réaliser. On a essayé de résoudre 
la difficulté en employant deux liquides très inégalement vo- 
latils, par exemple l'eau et l'éther. La machine est double; la 
vapeur d'eau, produite dans la chaudière par la chaleur du 
foyer à la température T2, se rend dans un condenseur, qui est 
à une température T' intermédiaire entre T2 et Tj; la chaleur 
dégagée dans ce condenseur sert ensuite à vaporiser l'éther; 
la vapeur d'éther, produite à la température T', pousse un 
second piston et se rend dans un second condenseur à la tem- 
pérature Tj. Le premier condenseur joue ainsi le rôle de foyer 
pour la machine à éther. Or on peut choisir la température in- 
termédiaire T^ de manière à rendre possible la détente com- 
plète de la vapeur d'eau entre les températures Tj et T' et 
celle de la vapeur d'éther de T' à Tj. 

Au point de vue théorique, une machine à deux liquides se 
comporte exactement comme une machine à un seul liquide 
fonctionnant entre les mêmes limites de température Tj etTj. 

Supposons, en effet, les machines parfaites, c'est-à-dire 
fonctionnant suivant des cycles de Carnot. Dans la première 
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maclnnCy Tonctionnant enire les températures T,et T',Ie foyer 
fournit une quantité de ciiaieur Qj, dont une partie 

T - T' 

est transformée en travail; Tautre partie 

T' 

se dégage dans le premier condenseur et fait marcher la 
seconde machine. Cette quantité de chaleur Q' se divise en 
deux parties : Tune 

T' -T 

est transformée en travail, Tautre 

O'ïl 

se dégage dans le deuxième condenseur et est définitivement 
perdue. 
La quantité totale de chaleur transformée en travail est donc 

T,-T' ^. r -T. T,-T .. T T, ^ T,-Tt 



La chaleur perdue est 



y Fp/ - - v* T~ 



Les résultats sont exactement les mêmes que si l'on avait em- 
ployé une machine unique fonctionnant suivant un cycle de 
Carnot entre les deux températures extrêmes T, et Tj des 
deux machines accouplées. 
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CHAPITRE VIL 

ÉCOULEMENT DES FLUIDES. 



Principes généraux. — Écoulement des liquides. — Écoulement des gaz. 
Écoulement des vapeurs. — Injecteur Giffard. 



Principes généraux. 

110. Proposons-nous d'étudier le mouvement d'un fluide dans 
un tube de section variable {fig. 29). Nous négligerons les frot- 
tements du fluide contre les parois du tube, ainsi que les frot- 
tements des filets fluides les uns contre les autres, et nous ad- 




mettrons qu'une petite masse du fluide, outre ses mouvements 
intérieurs, est animée d'un simple mouvement de translation, 
sans rotation sur elle-même. Si l'on désigne par w le poids d'une 
petite masse fluide, et par w sa vitesse de translation, son 



TSW^ 



énergie totale sera — j 4- TnU,U étant l'énergie intérieure pour 
l'unité de poids. Nous supposerons que le mouvement se fait 
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par tranches normales à Taxe du tubo, c'esl-à-dirc que les 
molécules situées dans un môme plan normal ont des vitesses 
égales et parallèles à Taxe du tube; nous supposerons, en 
outre, que le mouvement s*acconiplit sans gain ni perte de 
chaleur. 

Considérons l'état des choses quand le mouvement régulier 
s'est établi. Appliquons le théorème des forces vives à la masse 
fluide comprise, au temps/, entre deux plans normaux AB, CD; 
au temps /^-<f/, cette masse occupera le volume compris entre 
les deux plans A'B', CD', voisins des premiers. Si Ton compare 
la masse fluide dans ces deux positions, on remarque que les 
parties qui occupent dans les deux cas le volume A'C sont 
dans le même état et, par conséquent, ont la même énergie; 
la variation de l'énergie de la masse entière est donc la diffé- 
rence entre les énergies des masses égales CC et AA', dont 
nous désignerons le poids par m, c'est-à-dire 




-f- l', - m 



> rr • / 



en appelant i%\ et (^'„ U, et U, les vitesses et les énergies inté- 
rieures du fluide dans les tranches AB et CD. D'autre part, 
quand on néglige les frottements, les seules forces extérieures 
que l'on ait à considérer sont les pressions />| et />, exercées par 
le fluide extérieur sur les plans AB et Cl) et les poids des molé- 
cules du fluide. Si l'on désigne par r, et t', les volumes spéci- 
fiques du fluide dans les tranches AB et CD, les volumes AA' 
et ce occupés par les poids w de fluide seront mci et tstc,, et 
le travail des pressions aura pour expression rap^i^ — ^pt^'t* 
Une molécule du fluide décrit, pendant letemps rit, une ligne 
telle que MM'. Si l'on représente par z et :;' les hauteurs des 
points M et M' au-dessus d'un plan horizontal H, le travail 
du poids de cette molécule de masse m est m^{z — z'), La 
somme des travaux des poids de toutes les molécules est donc 
l,mg{z — z')y ou ^mgz — y:mgz\ la première somme s'éten- 
dant au volume AC, la seconde au volume A'C. Comme on 
peut faire abstraction de la partie commune A'C, cette diffé- 
rence est égale à la différence des moments des poids des 
tranches A A' et CC par rapport au plan horizontal H, c'est- 
à-dire à Tszi — TsZi, en appelant Zi et z^ les hauteurs des centres 
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de gravilé G, et (ij des sections AB et CD au-dessus du plan H. 
On obtient ainsi Téquation 




2 -T- W<5j ^^^29 

OU 



W? ^, ÎV? 






On en conclut que la quantité 



(ï 



,2 



— 4-1] -I- />(• -\- z 

conserve la môme valeur tout le long du tube. 

111. Si le mouvement s*opère par masse continue, comme 
nous Tavons supposé, cbaquo partie du fluide peut être consi- 
dérée comme enveloppée par une surface sur laquelle s*exerce 
la pression du fluide environnant, et le théorème des forces 
vives s'applique au mouvement de cette portion du fluide par 
rapport à des axes mobiles de directions constantes passant 
par son centre de gravité (n° 33). La variation tzt^ de son 
énergie intérieure, pendant un temps infiniment petit, est 
égale à la quantité de chaleur m^Q absorbée ou dégagée, plus 
le travail de la pression extérieure dans le mouvement relatif. 
Cette pression n*est pas absolument uniforme; elle est plus 
grande d'un côté que de l'autre; c'est là ce qui produit la varia- 
tion de la vitesse du centre de gravité. Son travail dans le 
mouvement relatif, c'est-à-dire résultant du changement de 
volume de la petite masse fluide, est exprimé par la formule 
— Tspd\\ p étant une valeur moyenne de la pression. On a 
donc l'équation 

t/U = ^Q —pdv. 

C'est l'équation fondamentale de la Thermodynamique, de 
laquelle nous avons déduit les lois générales de la transfor- 
mation des corps. Il en résulte que la transformation inté- 
rieure de chaque portion du fluide s'accomplit suivant les 
mêmes lois, abstraction faite du mouvement de translation. 
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Toutefois, celte conséquence ne serait plus vraie, si, dans sou 
mouvement, le fluide se divisait eu portions très petites, sé- 
parées les unes des autres, ce qui arriverait, par exemple, s'il 
était obligé de passer par des trous très fins, ou, si les parties 
ayant des mouvements distincts étaient tellement petites que 
Ton ne puisse plus les considérer connue limitées par des sur- 
faces continues. 

Dans le cas actuel, comme nous supposons que la transfor- 
mation s'opère sans gain ni perle de chaleur, on a ffi) - o, el 
réquation fondamentale se réduit iifilr-z — pfii'. On en dé- 
duit la variation d'énergie iutéricMire 

(2) L': — r, - - / />^A\ 

rintégrale se rapportant à une transformation isentropique. 

Écoulement des liquides. 

112. Dans les liquides, comme Teau, la variation du volume 
spécifique étant très faible, la variation Uj— U| de l'énergie 
intérieure donnée par l'équation (2) est sensiblement nulle, 
el réquation (i) se réduit à 



(3) 



îv: cr* 



— - \-Pi\ - Zi — - !-/>ji' h z^. 



C'est l'équation de Hernoulli, dont la loi de Torricelli est un 
cas particulier. Les vitesses «rj et (^j sont inversement propor- 
tionnelles aux aires des sections AH, CD. Lorsque Taxe du 
tube est horizontal, la quantité 



ir' 



2 



— \- pv 



O 



reste constante; plus la vitesse est grande, plus la pression 
est petite. 

Écoulement des gaz parfaits. 

113. D'après la formule (i3) du n" 81, la variation de l'é- 
nergie intérieure d'un gaz parfait est 
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on a d'autre pari, d'après les formules (3) du n»80 et (8) du 
on en déduit 

(U,-Hy.,r,)-(Ui4-/^,i',)--=C,,(ï,-l\), 

et l'équation (i) devient 



«r? .^ _ tr* 



On y joindra la relation 



■^#« 



* t .^ i-i 



qui se rapporte aux transformations isentropiques des gaz 
(n«85). 

Lorsque l'axe du lube est horizontal, plus la vitesse est 
grande, plus la température, la pression et la densité sont 
petites. Si Ton donne la température T,, la pression pi et 
la vitesse «r^, à l'une des extrémités, ainsi que la pression p^ 
à l'autre extrémité, on calculera d'abord Tj à l'aide de l'équa- 
tion (5), puis iVf à l'aide de l'équation (4). 

En appliquant ces formules à l'écoulement dans l'atmo- 
sphère, par un petit ajutage cylindrique, de l'air contenu dans 
un vase de grande dimension, à la température de 2o<»C., sous 
la pression de 2°'°», et négligeant le carré de la vitesse très 
petite Wy^ on trouve Tj = 24i ou ^2=:— 32», et «'2=: 326™. 
L'écoulement s'opère avec une grande vitesse, et il est accom- 
pagné d'un grand abaissement de température. 

114. Considérons deux vases A et B (y?^.3o), communiquant 

Fig. 3o. 




à l'aide d'un tube fermé par un robinet, et remplis d'un même 
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gaz dans des étals dilTérents. Étudions lo phénomène qui se 
produit quand on ouvre le ro])inet. 

Appelons Vi le volume du ballon A, m^ le poids de praz qu'il 
renferme d'abord, i\ le volume spécifique de ce }?az, pi sa 
pression, T, sa température; appelons Vj, TOj, Cj, y>j les quan- 
tités analogues relatives au ballon H. 

Supposons/?! > />, et considérons l'état des choses au moment 
où un poids m de gaz s'est écoulé du vase A dans le vase H. Le 
poids du gaz renfermé dans le ballon A est alors Tn, — m, et son 
état est caractérisé par les valeurs t'i, y>'i, T', ; le ballon H ren- 
ferme un poids m, -+-nï de gaz, dont l'état est caractérisé par 
les valeurs r,, /?',, T',. Toutes ces valeurs nouvelles sont des 
fonctions du poids w de gaz écoulé; il s'agit de les déterminer. 

On a d'abord 



V| , \, »•, 



TîT| - TïT 



Ti": _ , fj- 



/ 



TïJl TÏT| nj (' 7^1 



et, de même. 



Vj , Vj i'2 THj I HT 

Le poids ïïTi — m de gaz n'occupait d'abord qu'une partie du 
ballon A; cette masse de gaz s'est ensuite dilatée de manière à 
occuper le volume entier, sans communication de chaleur avec 
l'extérieur. Les quantités /^csTr^-* conservant des valeurs con- 
stantes dans cette transformation isentropique (n*» 85), on a 

(6) ^-'C-^) (' "'-)*' 



t; f^'iy-' /'. ^\^-* 

HT, 



hW « 



I 



L'énergie de la masse entière du gaz contenue dans les deux 
ballons n'a pas changé pendant l'opération, puisqu'il n'y a pas 
eu de travail extérieur accompli; la formule (i3) du n<> 84 
donne l'énergie d'un poids de gaz égal à i'^b; on a donc l'é- 
quation 

nT,[Uo 4- C,(Ti - ïo)] -H Tn,[l'o-f- ^.(T, - - To)] 

^ (n,j - th) [Uo + C,(T; - ToV] • {m, . - w) [Uo 4- C,(T; - - To)], 
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OU, plus simplement, 

En remplaçant T', par sa valeur, on en déduit 

(8) T,=-^--~T, ,_::l_ [._(,_ ^VIt.. 



La relation 



donne ensuile 



A <'2 _ T^ 



Pî ^^ 






On a ainsi l'état du gaz dans chacun des ballons à chaque 
instant, en fonction du poids m de gaz qui s'est écoulé. 

L'écoulement cesse quand les pressions p\ et p\ dans les 
deux ballons deviennent égales. En égalant ces deux pressions, 
on obtient l'équation 

, _ ^ V - />2(^lTi - hT?2T2) ^ 

OU, plus simplement, 

Les équations (6) et (7) deviennent 



(II) 



1 



^ ' T. - L/>.(V.+V,)J 

Pour appliquer ces formules au cas où Técoulement s'opère 
du vase A dans l'atmosphère, il suffit de supposer que le vo- 
lume V, du vase B est infini. Les équations (lo) et (12) se ré- 
duisent alors à 



i-0=ê' %-te 



.-1 
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Supposons, par exemple» que le volume du hallon A soit de 
1"»*^ el qu'il renferme de Tair sec à la lempéralun» de So*!'., 
sous la pression de 5***'"; le poids de Tair est de r>^p,8'.<56. L'écou- 
lement cesse quand la pression dans le ballon est de i**^"*. On 
trouve que le poids de l'air écoulé est de 3^é,(j88Gel la tempé- 
rature finale de — y V il. 

115. Si» le ballon A étant plein de ^az, le ballon H était vide, 
il suffirait de faire, dans les lornndes précédentes, w, :- o 
et/>î=:o. L'équation (ii), (|ui s(» réduit à 



/ T7T -T \ 

Ci) '■ ^) \ 



\ , -, V. ' 



détermine le poids du gaz qui passe dn premier ballon dans le 
second. On a ensuite, en vertu des écpialions 1 1 1), (ij) et (8), 



(«5) ^ - --^- 



.— » 



1 
1 



<'«^ t; U-,\.) ' 



(»7) r 

' 1 



.... .J.„ 
1". \\ \, 






La température finale T'j du ballon A est inférieure à sa tem- 
pérature initiale Tj, et la température linale T'^ du ballon U 
est au contraire supérieure à Tj. 

116. Comme dernière application, supposons (pie le ballon H 
soit vide d'abord et qu'on le mette en communicalion avec 
l'atmosphère; il suflira de regarder* U*. ballon A connue infi- 
niment grand et de faire, dans les fornmles du numéro pré- 
cédent, TU, = 00 , Vi ^: 00 . Les éijuations (i5) et (iG) donnent 
p\ =pif T\ =T|, résultats évidents a priori. De ré(|uation (i4)> 
on déduit 

^ ( ^' V ( _y'_^' 
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et, en développant le second membre en série, 



l — : I 

TÏJ, 






I * rn,V, Y — I WiV* 

si l'on remarque que V,=:(',ni,, et si l'on fait ro, =:oo, celle 
équation se réduit à 

(l8) ro=_ 

L'équation (17), à l'aide du uiénie développement, devient 

V, 

t; v.-^^Nj 

T, 






T' 



1 _j — : = -i. 



2.' V, -hVj 
et se réduit à 

T' 

(19) jr-=V. 

Si la température de Tatmosphère était de 20*» C, ce qui fait 
T| =. 278 -h 20 = 298, on aurait, d'après Téquation précédente, 
T, = 4o8, ou^2 = i35<». Ainsi la rentrée brusque de Tair produit 
une grande élévatioin de température. 

117. Cette dernière expérience donne un moyen très simple 

de déterminer le rapport y des chaleurs spécifiques ; car on a 

T 
Y = 7=r^» Mais, comme la température T, est difficile à obser>'er 

11 

avec précision, on préfère recourir à une mesure de pression. 

Si Ton ferme le robinet aussitôt après la rentrée du gaz, on 
enferme dans le vase B un poids cj d'air à la température T, et 
sous la pression atmosphérique pi ; si on laisse ensuite refrod- 
dir cet air jusqu'à la température Ti de l'air ambiant, sa près- 
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sion s'abaissera à une pression p' satisfaisant a la relation 

^ = 7=^> puisque le volume est constant; on a ainsi vi= ^' • 
/> Il y 

Écoulement des vapeurs. 

118^ Nous considérerons le cas où le fluide en mouvement est 
un mélange de liquide et de vapeur, dans les tranches AH, 
CD {Jig. 3o), sous une pression égale ù la pression normale dr 
la vapeur saturante. Soient .7-, et ./*] 1rs titres du mélange dans 
ces deux tranches. La variation de Ténorgie intérieure du mé- 
lange est donnée par la fonnuh» (12) du n" 97, sa\oir : 

' T, ^' V 

L'équation (i), établie au n» 110 pour le mouvement des 
fluides quelconques, devient ainsi 



(20) :77^-i-L|r, 1-^1 \—*^ i-Lj./'i ' z. • l ( /// \'U I^Adï, 



'^g '^g 



D'autre part, la transformation s'effecluant sans gain ni perte 
de chaleur, on a, d'après la formule (10) du n** 9G, 

^21^ 7p - - ?p ■ î~ I ",|, CCI. 

Si l'on donne l'état du fluide à Tuno des extrémités du tube, 
c'est-à-dire x^, T, et la vitesse «,, ainsi que la pression/?, et 
par conséquent la température correspondante T, à l'autre 
extrémité, l'équation (21) déterminera uT, et ensuite l'équa- 
tion (20) permettra de calculer la vitesse de sortie «',. 

En remplaçant m par C et remarquant que le volume spéci- 
fique li du liquide est à peu prés constant, on a les formules 
approchées 

(22) — ^ -i-LiO-i-hM/^iH-CT, }-<c,~:— ^- i-Lî^i }-«/?2-f-CTi-hJ2, 
^8 '^ g 

(23 ) -^— - -p- -i- L log Y • 



mm 



128 
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Pour montrer une application de ces formules, supposons 
qu'un vase de grandes dimensions contienne de la vapeur satu- 
rante sèche à la température de i52«C., sous la pression nor- 
male de 5**™, et que cette vapeur s'écoule dans l'atmosphère 
par un ajutage mince et allongé. Nous négligerons le carré 
de la vitesse très petite w^ et la dilîérence de niveau z^ — z^; la 
pression /?, à la sortie du tube étant de i**'", la température 
correspondante est 1^=^ 100". En adoptant les chaleurs latentes 
L, — 536E, Li = 499E données par les Tables d'expériences de 
Regnault, on trouve 

•^'1 = 0,91, il', — 734"». 



11 y a eu condensation partielle; la vapeur, qui était primitive- 
ment sèche, sort à l'état de mélange, avec une grande vitesse. 



Injecteur Giffard. 

119. L'injecteur imaginé par Giffard est destiné à rem- 
placer la pompe alimentaire dans les machines à vapeur; un 
jet de vapeur, sortant de la chaudière, aspire l'eau alimentaire 
et la fait pénétrer dans la chaudière elle-même. Pour bien 
faire comprendre le jeu de cet appareil ingénieux, considérons 
un cylindre A {/ig. 32), muni d'un piston et renfermant delà 

Fi{î. Vi. 



G 



Cu_ 



JJl 




vapeur au titre j?,, à la température Ti, sous la pression/>i. 
Cette vapeur s'écoule par un tube a et rencontre de l'eau froide 
qui vient d'un vase C,où elle est à la pression atmosphérique^ 
et à la température Tq. La vapeur se condense au contact (te 
l'eau froide; la chaleur dégagée par la condensation se trans- 
forme en force vive de translation et le jet liquide sortditf 
l'air par le tube F avec une grande vitesse. Il pénètre ate* 
dans le tube G qui communique avec un deuxième cylindrel 



k; 
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i d'un piston et s'arrôtc dans ce cylindre à la tempéra- 
T, et à la pression p^y que nous supposons égale à la près- 
normale de la vapeur saturante ù cette température T,. 
•pelons Ui rénergie intérieure du mélange compris dans 
se A» Uj et Uq celles des liquides situés dans les vases B 
pour Tunité de poids ; désignons par m^ le poids du mé- 
3 qui sort du vase A en une seconde, et par m^ le poids 
1 froide qu'il entraîne. Appliquons le théorème des forces 
; à la masse entière, en négligeant les carrés des vitesses 
estons et de la surface libre dans le vase C. La variation 
énergie de cette masse en une seconde est 

(w, H- Wq) Uj — '''i U| — tsq Lq. 

S travaux des pressions exercées par les pistons A et B, 
*ès le raisonnement du n"" 110, sont 

^iP\^\ et — (ni, -hT!To)/?,r,; 

ivail de la pression atmosphérique qui s'exerce sur la sur- 
du liquide contenu dans le vase C est ^^p^^w il faut y 
Ire le travail mji du poids rn^ qui descend de la hauteur h 
tte surface au-dessus du tube d'écoulement F. On a donc 
ation 

(tîJj H-TïJo)Uj ''lUi TÏToUo 



Ttii L, — Uo -+- Pt t'î — Pq t'o — /* 
iprès l'équation (12) du n° 97, puisque o^, =: o, on a 

T 

it To la température normale d'ébuUition sous la pres- 

Pq\ la quantité de chaleur nécessaire pour porter i^^ d'eau 

température T^ à la température Tq, sous la pression con- 

B. — Chaleur. 9 
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stante /?o, et pour l'amener ensuite à la température Tj sur la 
ligne 4° , est 

T T 

Q= f CpdT-}- f 'mdT; 
le travail accompli dans cette transformation est 

On en déduit, d'après la relation AU z= Q — S, 

T T ' 

En substituant ces valeurs dans Téquation (24), on obtient 
l'expression 

(.5) '^o, ^^----X^X"^"^)^ 

Dans la pratique, les deux cylindres A et B sont deux parties 
de la même chaudière et le réservoir G est situé au-dessous 
du tube d'écoulement. Si l'on remplace h par — h' et si Ton 
fait/?2=/>i, T2 = Ti, ^1 = 1, l'expression précédente devient 






(^6) ^»= ,,„ 



' X"'^^^X'("^"^)^-^'' 

La quantité m différant très peu de la chaleur spécifique Cp à 
pression constante et le volume u du liquide étant à peu près 
constant, cette expression se réduit approximativement à 

(37) '"" ^' 



m, C^ (T. -ï; ) + «(/,,-/,„)+ A' 

Le jet de vapeur qui sort de la chaudière produit l'effet 
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d'une pompe aspirante et foulante; il soulève l'eau du réser- 
voir à la hauteur h' et la refoule ensuite dans la chaudière. 
11 est facile de calculer la vitesse %v du jet liquide à rentrée 

du tube G. La force vive — deTunité de poids accomplissant 

le travail (/>î— />o)"> ou (pi—po)'^» puisqu'on suppose 
Pi =Pu on a 

(28) — =(/>!— /^u)w. 
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CHAPITRE Vm. 

THÉORIE MÉCANIQUE DES GAZ. 

Hypothèse fondamentale. — Explication de la pression. — Transformation 
du travail en chaleur ou inversement. — Vitesse de translation des molé- 
cules. — Énergie totale d'un gaz. — Lois de combinaison des gaz. — 
Conséquences de la loi générale. — Etat solide. — Vaporisation. 



Hypothèse fondamentale. 

120. Uhypothèse fondamentale qui sert de base à la théorie 
des gaz consiste à admettre que les molécules d*un corps à 
rétat gazeux n'ont pas d'action sensible les unes sur les autres. 
Cette hypothèse est une conséquence de Texpérience par la- 
quelle M. Joule a démontré que le travail intérieur dans les 
gaz est sensiblement nul (n** 78). 

Au lieu de supposer que les molécules des gaz oscillent au- 
tour de leurs positions d'équilibre, comme dans les corps so- 
lides, on admet qu'elles sont animées de mouvements de 
translation très rapides dans toutes les directions, mouvements 
rectilignes et uniformes. Les molécules d'un gaz sont en gé- 
néral à des distances telles les unes des autres, que les forces 
moléculaires sont négligeables, excepté à de certains inter- 
valles et pendant des temps relativement très courts, où, dans 
leur marche, deux molécules passent très près l'une de l'autre ; 
pendant cet intervalle de temps, la force moléculaire s'exerce 
d'une manière énergique, et les mouvements sont modifiés; 
il y a, comme on dit, choc des deux molécules. 

Considérons d'abord deux molécules égales m et m' {fig. 33), 
marchant en sens contraires sur une même droite, avec la 
vitesse u. Quand les molécules sont à une distance très pe- 
tite AA', la force moléculaire commence à agir d'une manière 
efficace ; s'il y a d'abord attraction, puis répulsion quand la 
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distance devient moindre que la distance d'équilibre (n^^â), 
la vitesse commence par augmenter, puis elle diminue et de- 
vient nulle à la distance B6'; les molécules s'éloignent en- 
suite Tune de l'autre et reprennent leur vitesse primitive u à 

Fig. 33. 

m m' 

• • 9 n 



B' 



la distance AA^ mais en sens inverse. Les molécules ont ainsi 
échangé leurs vitesses, et tout se passe comme si elles s'étaient 
traversées sans action réciproque. 

Considérons maintenant deux molécules marchant suivant 
des droites différentes BA, B'A', et passant très près l'une de 
l'autre; l'action réciproque devient sensible à partir de la po- 
sition AA' {fig» 34); chaque molécule décrit alors une petite 




courbe et s'échappe ensuite suivant une autre ligne droite. Li. 
somme des forces vives des deux molécules varie pendant le 
choc, mais elle reprend à la fin sa valeur primitive. Commejl 
y a des molécules qui se meuvent dans tous les sens, il est 
clair, d'après cela, que l'état général du système n'est pas 
changé. 

En résumé, la trajectoire de chaque molécule est formée 
d'une série de lignes droites disposées en zigzag, et réunies 
les unes aux autres par des courbes de raccordement très pe- 
tites par rapport aux portions rectilignes. 
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Explication de la pression. 

121. Dans cette manière d'envisager les gaz, la pression 
qu'un gaz exerce contre la paroi du vase qui le contient est 
due aux chocs répétés des molécules contre la paroi. Quand 
une molécule du gaz arrive dans le voisinage de la paroi, des 
forces répulsives s'exercent entre cette molécule et celles de 
la paroi ; elles détruisent bientôt la vitesse normale de la mo- 
lécule du gaz, et lui impriment une vitesse égale et contraire. 
A cause de la multiplicité des chocs, l'ensemble produit l'eflFet 
d'une pression continue. 

On trouve la première idée de cette hypothèse sur la consti- 
tution des gaz dans V Hydrodynamique de J. Bernoulli, publiée 
en 1738; elle a été reprise par Krônig, de Berlin, en i856, et 
développée par M. Clausius. 

Voici comment Krônig explique la pression. Considérons 
une certaine masse de gaz renfermée dans un petit cub& 
ABCD, dont l'arête est a {Jlg. 35); soit n le nombre des me — 



lécules du gaz. Krônig imagine toutes les molécules partagée^ 

en trois groupes de -^ molécules, se mouvant parallèlement' 

aux arêtes avec une même vitesse u; la pression exercée sur^ 
la face AB, que l'on supposera formée par un piston mobile,—. 

sera produite par le choc des 5 molécules, dont la vitesse est^ 

6 

normale à cette face. 

Soit m la masse d'une molécule du gaz, animée d'une vi- 
tesse u parallèle à la droite 0^ et dans le sens 0^; cette mo- 
lécule vient choquer le piston AB, dont la masse M est très 
grande par rapport à la masse m de la molécule de gaz, et re- 
bondit avec une vitesse égale et contraire — u. Le piston, dont 
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la vitesse était nulle avant le choc, acquiert après le clioc une 
vitesse très petite u\ 

Si Ton considère le système formé par le piston M et la 
molécule w, on sait (n® 11) que les actions réciproques qui 
s'exercent entre la molécule m et les molécules du piston ne 
changent pas la somme des quantités de mouvement du sys- 
tème. Cette somme, avant le clioc, était +//«//; après le clioc, 
elle est — mw-+-Mw'; ces deux quantités étant égales, on a 

mu = — ma -h M u\ 

d'où 

Ma' ;^ 'xmu. 

Ainsi chaque choc communique au piston une quantité de mou- 
vement égale à 2 ma. Si Ton désigne par N le nomhre des chocs 
pendant un temps très petit 0, la quantité de mouvement com- 
muniquée au piston pendant ce temps sera 2 mu x N. Appe- 
lons F une force constante appliquée au piston en sens inverse 
et capable de le maintenir immobile; la quantité de mouve- 
ment communiquée au piston par la force F pendant le temps 
étant égale à FO, le piston aura une quantité de mouvement 
nulle et, par conséquent, restera immobile, si Ton a 



On en déduit 



FO T= 2 ma X \. 



2 ma X N 

^^ — ô 



Il est aisé d'évaluer le nombre des cliocs : après le premier 
choc contre la face AB, la molécule m, marchant en sens con- 
traire, vient choquer la face opposée CD, reprend sa vitesse 
primitive, choque de nouveau la face AB, et ainsi de suite. 
L'intervalle de temps qui s'écoule entre deux chocs consécu- 



ia 



tifs d'une molécule contre la face AB étant égal à — > le 

^ a 

nombre des chocs d'une même molécule contre cette face 
pendant le temps 6 est — ; le nombre N des chocs produits 

par le système des -^ molécules dont la vitesse est normale à 
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la face AB est N = — x -5 > et l'équation précédente devient 



(I) F = 



nmu} 



3a 

Si Ton appelle/? la pression par mètre carré, on a 

F nmu} 

et par suite 

(a) ^,= __ = ___, 

V étant le volume du cube. 

122. M. Clausius est arrivé au même résultat sans partager 
les molécules en trois groupes marchant dans trois directions 
perpendiculaires entre elles. 

Considérons le volume de gaz compris entre deux plans pa- 
rallèles MN et PQ {fig, 36), très voisins et très étendus, le 
premier formé par un piston mobile, le second fixe. Suppo- 




1* B 



sons qu'il y ait entre ces deux plans n molécules marchant 
dans toutes les directions. Une molécule, se mouvant dans 
la direction BA, choque le piston MN au point A, se réfléchit 
sur le plan PQ en C, pour venir choquer de nouveau le pis- 
ton MN en D, et ainsi de suite. Appelons a la distance des 
deux plans, et cp Tangle que fait la droite AB avec la normale 
au plan. Le chemin parcouru par cette molécule entre deux 

chocs consécutifs contre le piston MN est > et Fintervalle 

^ COScp 

de temps entre les deux chocs > de sorte que le nombre 

^ MCOScp 

, , w , , , ^ ÔMCOScp 

des chocs de la molécule pendant le temps 6 est • 
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Décomposons la vitesse u de la molécule m de gaz en deux, 
Tune uco^^y normale au plan» Tautre //sino parallèle au 
plan; la résultante des forces qui s'exercent entre la molé- 
cule m et les molécules du piston, étant normale au plan, 
ne modifie pas cette seconde composante, et les choses se 
passent comme si la molécule m arrivait normalement avec la 
vitesse i/cos«p;onen conclut (n® 121) que chaque choc commu- 
nique au piston une quantité de mouvement égale ù imu coso. 
Les chocs de la môme molécule pendant le temps 6 commu- 
niquent donc au piston une quantité de mouvement égale à 

0. Si Ion désigne par > 



'- la somme des 



a 



quantités de mouvement provenant des chocs de toutes les 
molécules et par F une force normale capable de maintenir le 
piston immobile, on aura 

ç, ^ /ww'cos'o 

d'où 



a 



0, 



(3) 



'=1 



m M* cos* o 



a 



Pour évaluer cette somme, M. Clausius suppose que toutes 
les molécules ont la môme masse et la môme vitesse, et se 
meuvent indifféremment dans tous les sens. D'un point quel- 

Fig. 37. 




conque comme centre décrivons une sphère avec un rayon 
égal à Funité {fig^ 87); menons des rayons parallèles aux di- 
rections de toutes les vitesses; ces rayons couperont la sur- 
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face en une infinité de points régulièrement distribués sur la 

sphère. Toutes les vitesses dont les directions font, avec la 

normale xx' aux deux plans, des angles compris entre cp et 

«pH-û?cp, couperont la sphère sur les zones opposées aba'b'j 

cdc'd'y comprises entre deux cônes circulaires menés du centre 

de la sphère autour de la droite xx' et ayant pour demi-angles 

au sommet <p et <p -h d^. Comme il y a /i molécules entre les 

deux plans, le nombre total de points déterminés sur la sphère 

sera aussi n, et le rapport du nombre n' des molécules qui 

correspondent à ces deux zones au nombre total n est égal au 

rapport de la surface des deux zones à celle de la sphère ; on 

a donc 

n' 2.9.11 sino^cD 



n !\ t: 



sinoû^o. 



Chacune de ces n' molécules introduisant dans la somme (3) 

un terme 

niu^ cos*o 



— » 



a 
les n' molécules donneront 



,mii^ co^^o mw^cos'p . , 
n' = n sincp acp. 



a a 



Pour obtenir l'action de toutes les molécules qui correspondenl 
à la surface entière de la sphère, il suffit d'intégrer cette ex- 

pression entre les limites zéro et-; Téquation (3) devient alors 
¥ =^ I i/ismcpacpr= I cos*cpsincpacp. 



Or 



I cos^cpsincpû?cp:=( — 



f cos'cpy^ I 



on a donc 

nmu^ 

l — —: 

6a 
En appelant w la surface de chacun des plans et ç le volume 
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du gaz qu'ils renferment, la pression par mètre carré est 

F _ /l //!//' ^ 
eu 3rt(o ' 

et Ton retrouve la relation ("?), 

pv—- 



6 

123. On a supposé dans cette démonstration que les molé- 
cules ont des masses égales, ce qui n*a pas Ii(Mi pour un mé- 
lange de gaz, et que toutes les vitesses sont éjrales, hypothèse 
qui n*est nullement justifiée; maison peut modifier la démon- 
stration de M. Clausius de manière î\ s'alFranchir de ces hypo- 
thèses. 

En effet, on a toujours l'équation 

a 



(3) F:.-V 



Pour évaluer la somme des termes qui forment le second 
membre, nous ferons intervenir les forces vives des molé- 
cules, au lieu de leur nombre. La force vive d'une molécule 

est • La somme des forces vives des molécules dont les 

2 

vitesses correspondent aux zones déterminées [)ar les angles îp 
et o -f- rfo est à la somme des forces vives de toutes les molé- 
cules dans le rapport de la surface des deu\ zones à la surface 
totale de la sphère; si Ton désigne par V,'< la première somme 
et par V„ la seconde, on a 

V» 2.ÎÎ7: siUïxf'^ . , 

OU 

Vî, -■ V„ X sinï» ch. 

Les vitesses contenues dans la première somme font sensi- 
blement le même angle © avec la normale; si Ton multiplie 
chacun des termes de cette somme par le facteur constant 

— cos'o, on a 
a 

Yu X - cos'ç) ^^ V„ X - cos*^ siu'f (h. 
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Telle est la partie introduite dans l'expression de F par les 
molécules dont les vitesses correspondent aux deux zones 
considérées; pour avoir la somme entière, il faut intégrer 

celle expression de zéro à -j ce qui donne 



F = - V„ / cos*<p sintp d^ 



ou 



F— — V • 

— a ^ **' 
oa 

on en déduit la relation générale 

(4) ^,^_v„=j2.— • 

On conclut de là que le produit du volume d^une masse cfe 

gaz par la pression qu'elle supporte est égal aux ^ de Vé^ 

nergie du mouvement de translation de toutes les molécule^ - 
Dans cette démonstration, nous avons suivi le mouvemew- ^ 
de chaque molécule, sans tenir compte des chocs qui se pro — 
duisent entre les molécules; comme nous Tavons remarqu -^ 

au n° 120, les chocs des molécules entre elles ne changent pa ^ 

la force vive ni l'état général du système; mais ils peuvej 
modifier le nombre des chocs contre les parois. Nous négli 
geons pour le moment cette modification. 

124-. La relation (4) entre le volume et la pression s'ap 
plique, soit à un gaz homogène, c'est-à-dire à un gaz dont le 
molécules ont la même masse, mais des vitesses différente 
soit à un mélange de plusieurs gaz. Dans le premier cas, e 
désignant par n le nombre des molécules du gaz, nous appel 
lerons vitesse moyenne une vitesse «i, telle que l'on ail 

nmu] '%r\ mu^ 





2 

Dans le second cas, la masse moyenne des molécules éta 



t 



7ni=: , nous définirons la vitesse moyenne en imaginan-^"--^'' 

n 
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un gaz homogène formé de n molécules de mi^me masse nii 
et animées d'une môme vitesse i/|, telle que Ténergie totale 

— - — ^ soit égale à l'énergie V„ du gaz considéré; de cette 

manière, la relation (4) est ramenée à la forme (2), savoir 

(d) pi^=——'. 

125. La loi du mélange des gaz est une conséquence immé- 
diate de la relation (4). Appelons V^, et VJ, les énergies du 
mouvement de translation des molécules de deux gaz, et sup- 
posons qu'on les mélange sans travail extérieur. Lorsque les 
gaz n'exercent pas l'un sur l'autre d'action chimique, l'éner- 
gie \u du mélange est égale à la somme des énergies V,', et \], 
des gaz mélangés. Si le premier occupait seul le volume rdu 
mélange, il exercerait une pression p' donnée par l'équation 

Si le second gaz occupait seul le même volume, il exerce- 
rait aussi une pression/?'' donnée par l'équation 

^ '~ 3 "• 
Or, en appelant p la pression exercée par le mélange, on a 



on en déduit 



pi^^lVu^UTu-^yi); 



p—p'^p\ 



Ainsi la pression exercée par le mélange de plusieurs gaz 
est égale à la somme des pressions qu'exerceraient les gaz 
nciélangés, si chacun d'eux occupait seul le volume du mé- 
lange. 

Transformation du travail en chaleur, ou inversement. 

126. On peut se rendre compte de la manière dont le tra- 
vail extérieur se transforme en chaleur, c'est-à-dire augmente 
1^ force vive d'un gaz, ou inversement. 
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Considérons, en effet, une certaine masse de gaz remplissant 
un cube dont les arêtes sont égales à a, et dont une des pa- 
rois AB i^fig, 38) est formée par un piston mobile, auquel est 

appliquée une force F = -« — égale à la pression que le gaz 

O CL 

exerce contre le piston (n**122), et supposons que le piston s'en- 
fonce avec une vitesse v très petite par rapport à m; le travail 
extérieur effectué par la force F dans le temps très petit 6 est Fi^6. 

Fig. 38. 
A 







\ — <---\ 



X 



a B 

Pour calculer l'accroissement d'énergie communiquée au gaz, 
nous reprendrons, pour simplifier, le raisonnement de Krônig. 
Imaginons les molécules disposées en trois groupes et se mou- 
vant parallèlement aux arêtes d'un cube. Pour étudier le choc 
d'une molécule contre le piston, concevons que Ton imprime 
à la molécule et au piston une vitesse commune v égale et 
contraire à celle du piston; alors le piston restera immobile; 
une molécule vient le choquer avec une vitesse relative u-\-vçX 
rebondit avec une vitesse relative — ( w + r) ; comme le piston 
est animé de la vitesse — Vy la vitesse absolue de la molécule 
après le choc est — ( u-\- 2 v) : l'accroissement de sa force vive 

m{u -\- 1 vY mu} . . _ , 

est j approximativement 2 m w(^. Le nombre 

des chocs pour chaque molécule étant à peu près égal à — 

dans le temps 6, l'accroissement de force vive pendant ce 

, mu}v^ , w , .. nmu^v^ 
temps est pour chaque molécule, soit — 5 pour 

Ci 6CL 

les 5- molécules; on reconnaît que cette quantité est égale au 

travail de la force F. 

Inversement, si le piston s'éloigne, il y a diminution de force 
vive après le choc, et transformation d'une partie de la force 
vive du gaz en travail extérieur. 
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Vitesse de translation des moldcoles. 
127. En comparant la relation ttiéoriquc 

que nous venons de trouver, à la relation 

que Ton déduit des lois expérimentales (n'^SO), on obtient 
l'équation 

(6) V„z=: la/^oCoT. 

Ainsi la force vwe du mouvement de translation des molé- 
cules d'un gaz est proportionnelle à la température absolue. 

Si Ton désigne par /Wi la masse moyenne des molécules et 
par «1 leur vitesse moyenne, on a 

nm^ul zzz3a/?oi'oT, 

et, en considérant une masse de gaz pesant un kilogramme, 

(7) «î = 35^a/>oroT. 

Cette équation donne la vitesse moyenne à la température T. 
Comme on a 

I o ^733 

«=— 3> />o=io333, ^' = 9*8096, Vo— ' ' > 

pétant la densité du gaz par rapport à Tair, on en déduit 



(8) 



"1 = 485 i/-î- 

V 273 p 



A la température t=:o ou T© = 273, la vitesse moyenne est 
de 485™ par seconde pour Tair, 4^1 pour Toxygène, 492 pour 
l'azote, i848 pour l'hydrogène. 

128. A mesure que les molécules d'air s'élèvent au-dessus 
de la surface de la Terre, leurs vitesses, par l'action de la pe- 
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sanleur, diminuent. Une molécule m lancée avec une vitesse m, 
faisant un angle «p avec la verticale, décrit une parabole dont 

1 , M^C0S*9 - ,. , 

le sommet est a une hauteur h = ^ , en négligeant la 

2g 

diminution de la pesanteur; à la hauteur .s égale ou inférieure 

à h, la force vive de la molécule est égale à mgz. Si 

toutes les molécules d'air avaient la môme masse et la même 
vitesse à la surface de la Terre, la force vive de chacune d'elles 
étant diminuée de la même quantité mgz, la température 
s'abaisserait en progression arithmétique; la densité dimi- 
nuerait suivant une loi analogue. Pour qu'une molécule s'élève 
à la hauteur z, il faut que sa vitesse fasse avec la verticale un 
angle inférieur ou égal à l'angle a donné par la formule 



sjigz 
COS a = - — ^— 



u 



En désignant par n et n! les nombres de molécules contenues 
dans des tranches infiniment minces à la surface du sol et à 
la hauteur z, on trouverait, en raisonnant comme au n® 124, 



— =1 — cosa — I— 1 — 1^!— , 
n u 

ce qui donnerait une certaine loi pour la diminution de la 
densité. Les molécules qui s'élèvent le plus haut sont celles 
dont la vitesse est verticale; on obtiendrait ainsi la hauteur 
maximum 

/t= — j ou A=i - aç^o/^oT, 

2 g 2 

en vertu de la formule (7), soit environ 12000°*, à la tempéra- 
ture ^ = G. 

Mais diverses observations, particulièrement celles des 
étoiles filantes et des aurores boréales, montrent que la hau- 
teur de l'atmosphère est au moins quatre fois plus grande; il 
semble donc que les molécules d'air n'ont pas toutes la même vi- 
tesse, que certaines molécules ont des vitesses au moins doubles 
de la vitesse moyenne. Ceci complique la loi de diminution 
de la température et aussi celle de la densité. On remarque 
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d'abord que les seules molécules qui peuvent atteindre la hau- 
teur z sont celles dont la vitesse est plus grande que ^2gz el 
ensuite que, parmi celles-là, un nombre d'autant plus grand 
atteint cette hauteur que la vitesse est [)lus grande. Par consé- 
quenty quoique la force vive de chacune des molécules qui at- 
teignent la hauteur z soit diminuée de la même quantité 2 mgz, 
la force vive moyenne est diminuée d'une quantité moindre. 

Énergie totale d'un gai. 

129. Jusqu'ici nous avons considéré , dans les raisonne- 
mentSy des gaz absolument simples, c'est-à-dire des gaz dont 
les molécules seraient des atomes sans dimensions, ou, comme 
on dit en Mécanique, des points matériels, centres de forces 
attractives ou répulsives. Mais les gaz réels, même ceux qu'en 
Chimie on appelle simples, paraissent formés de molécules, 
dont chacune est la réunion de plusieurs atomes; dans ce cas, 
outre leur mouvement de translation, les molécules possèdent 
d'autres mouvements : elles tournent sur elles-mêmes, et les 
atomes qui composent chaque molécule vibrent dans Tinté- 
rieur de la molécule. A priori, il n'existe pas de relation né- 
cessaire entre ces trois mouvements, qui paraissent indépen- 
dants les uns des autres; car on peut concevoir un état tel que 
les molécules tournent sur elles-mêmes, et qu'il y ait des vi- 
brations intérieures, sans que les centres de gravité des molé- 
cules se déplacent. Mais, dès que le mouvement de translation 
existe, les chocs des molécules entre elles doivent produire 
des rotations oscillatoires ou continues et mettre les atomes 
en mouvement dans chaque molécule; une partie de l'énergie 
du mouvement de translation passera ainsi dans les autres 
mouvements, mais la force vive totale restera la même. Les 
rotations et les vibrations intérieures acquerront une intensité 
d'autant plus grande que le mouvement de translation sera 
plus rapide. De môme, les rotations des molécules sur elles- 
mêmes ou les vibrations des atomes modifient les mouve- 
ments de translation. On conçoit, d'après cela, qu'un certain 
équilibre s'établisse entre ces trois mouvements. 

Nous avons désigné jusqu'à présent par V„ la force vive du 

B. — Chaleur, lo 
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mouvement de translation; nous désignerons par V la force 
vive totale, et nous poserons 

Â représentant le rapport des deux quantités. L'équation (6) 
du n** 127 devient 

(9) V=?"-^"T. 

* 
L'énergie potentielle d'un corps se compose de deux par- 
ties. La première réside dans l'intérieur même de la molé- 
cule ; elle reste sensiblement constante, tant que la constitu- 
tion de la molécule n'est pas modifiée. La seconde se rapporte 
à l'action des molécules les unes sur les autres ; on admet 
que, dans les gaz, elle est sensiblement nulle. D'après l'expé- 
rience de M. Joule (n« 78), l'énergie totale U =: V -h W étant 
une fonction de la température seule, l'énergie cinétique V, 
qui n'en diffère que de la quantité W, fonction de la tempé- 
rature seule, jouit de la môme propriété; il en est de même 
de la force vive du mouvement de translation des molécules, 
d'après la relation (6); on en conclut que le rapport k est 
fonction de la température seule. 

130. Les mouvements de translation des molécules des 
gaz suffisent, comme nous l'avons vu, pour expliquer les phé- 
nomènes de pression et de conversion de la chaleur en travail 
ou inversement. Mais, dans les expériences de calorimétrie, 
il est nécessaire de considérer la force vive totale V. 

Les chaleurs spécifiques des gaz à volume constant et à 
pression constante ont pour expressions (n° 81 ) 

p dW dW 3 ^VqPq 

On en déduit 

Les chaleurs spécifiques des gaz étant indépendantes de la 
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température (n® 84), le rapport k est aussi indépendant de la 
température; c*est une constante pour chaque gaz. On en 
conclut que Vénergie cinétique d'un gaz est proportionnelle à 
la température absolue, 

La valeur du rapport k de la force vive partielle V„ ù la force 
vive totale V dépend du rapport y des deux chaleurs spéci- 
fiques. Or l'expérience apprend que, dans les gaz qui suivent 
sensiblement la loi de Mariette, le rapport ^ a à peu prés la 
même valeur y = i, 3945, ce qui doinie pourÂ la valeur A* =0,59, 
à peu prés la même pour tous les gaz. 11 semble résulter de 
là qu'une partie assez grande de la force vive totale, environ 
les quatre dixièmes, n'appartient pas au mouvement de trans- 
lation des molécules, mais aux autres mouvements, tels que 
rotations des molécules ou vibrations des atomes dans chaque 
molécule. Ceci conduit a penser que les gaz qucî Ton appelle 
simples, comme Th^drogéne, Toxvgéne, l'azote, ne le sont pas 
en réalité, et que leurs molécules sont formées de la réunion 
d'un certain nombre d'atomes. 

L'équation (4) du n® 123 devient 

(11) r/>=^ÂV. 

Il en résulte que des volumes égaux des dijjérents gaz, sous la 
même pression, possèdent, à la même température, la même 
quantité d'énergie cinétique^ 



Lois de combinaison des gaz. 

131. Gay-Lussac a montré que les gaz, à la môme tempéra- 
ture et à la môme pression, se combinent entre eux dans des 
rapports simples de volumes, et que, si le composé est gazeux, 
son volume est aussi dans un rapport simple avec celui des gaz 
combinés. En considérant le cas le plus simple, celui où deux 
gaz simples se combinent à volumes égaux, on a été amené à 
penser que des volumes égaux des deux gaz, à la même tem- 
pérature et à la même pression, renferment le même nombre 
de molécules. Ces volumes égaux des deux gaz possédant à la 
même température des quantités éjgales d'énergie cinétique. 
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la force vive moyenne de chaque molécule est la même de 
part et d'autre; en d'autres termes, deux gaz sont à la même 
température lorsque la force vive moyenne d'une molécule 
est la môme. 

Désignons par a et ^ les molécules des deux gaz, et soit n 
le nombre des molécules contenues dans l'unité de volume. 
Si les molécules étaient mono-atomiques, les n atomes a, se 
combinant avec n atomes b, formeraient n molécules ab. 
Mais l'expérience apprend que le gaz composé occupe un vo- 
lume double; chaque unité de volume du gaz composé ne 

contiendrait ainsi que - molécules. L'énergie cinétique de 

cette unité de volume, d'après l'équation (ii), étant la même 
que celle de l'unité de volume de chacun des gaz combinés, 
la force vive moyenne d'une molécule composée ab serait 
double de celle d'une molécule simple a ou b. Afin de généra- 
liser la loi précédente, M. Clausius suppose que chacune des 
molécules des gaz simples est formée de la réunion de deux 
atomes a ou de deux atomes b et que la combinaison des deux 

gaz est précédée d'une double décomposition. Si donc l'on 

• • •• 

représente par a et par b les molécules des deux gaz, la réac- 
tion sera figurée par la formule 

/i(a) -h /i(^) = 2n{ab), 

De cette manière, l'unité de volume du gaz composé contiendra 
n molécules ab, et la force vive de chacune d'elles sera la 

• • • • 

même que celle des molécules a ou ^. A ce type appartiennent 
le bioxyde d'azote et l'acide chlorhydrique : car un volume 
d'oxygène et un volume d'azote donnent deux volumes de 
bioxyde d'azote, et, de même, un volume de chlore et un vo- 
lume d'hydrogène donnent deux volumes d'acide chlorhy- 
drique. 

Un second type est celui où un volume du premier gaz et 
deux volumes du second donnent deux volumes du gaz com- 
posé. La réaction sera représentée par la formule 

n[a) -h 2 n{'b) ■= 2 n{ab) , 

A ce type appartiennent le protoxyde d'azote, l'eau et l'acide 
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sulfhydrîque : car un volume d'oxygène et deux volumes 
d'azote donnent deux volumes de protoxyde d'azote, un vo- 
lume d'oxygène et deux d'hydrogène donnent deux volumes 
de vapeur d'eau, et, de même, un volume de soufre et deux 
d'hydrogène donnent deux volumes d'acide sulfhydrîque. 

Un troisième type est celui où un volume du premier gaz et 
trois du second donnent deux volumes de gaz composé. La 
réaction sera figurée par la formule 

n{a) -^ 3n{'b)=z';in{ab). 

A ce type appartient l'ammoniaque, car un volume d'azote et 
trois d'hydrogène donnent deux volumes d'ammoniaque. 

Mais l'hypothèse précédente, qui consiste à regarder les 
molécules des gaz simples comme biatomiques, est insufli- 
santepeur rendre compte de combinaisons plus complexes; 
ainsi deux volumes d'acide chlorhydrique et deux volumes 
d'ammoniaque donnent quatre volumes de chlorhydrate d'am- 
moniaque. On aurait, d'après les formules précédentes^ 

2/i(ClH)-h2/i(Azia) = 4^(ClAzH); 

chaque volume du nouveau gaz ne renfermerait que - mole- 

cules. On rétablit l'analogie en supposant que les molécules 
des gaz simples sont formées de la réunion de quatre atomes; 
le trois types précédents deviennent alors 

n ( a* ) -h 2 /i ( 6* ) = 2 n ( a* 6* ), 
/î(a*)-h3/i(6*) = 2/i(a*6«), 

et la réaction qui donne naissance au chlorhydrate d'ammo- 
niaque est figurée par la formule 

2/i(CiH)-h2/i(ÂzH*)=4'i(ClAzH). 

132. En adoptant cet ordre d'idées, on arrive ainsi aux deux 
lois suivantes : 

I® Des volumes égaux de tous les gaz, simples ou composés 
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à la même température et à la même pression, contiennent le 
même nombre de molécules ; 

2* A la même température, l'énergie cinétique moyenne 
d'une molécule est la même pour tous les gaz: elle est propor- 
tionnelle à la température absolue, 

11 en résulte que, sous la même pression et à la môme tem- 
pérature, des volumes égaux de tous les gaz renferment la 
même quantité de chaleur. Ceci donne un premier aperçu de 
la quantité de chaleur dégagée ou absorbée dans un phéno- 
mène chimique; mais il faut tenir compte en outre du tra- 
vail de la pression extérieure, lorsqu'il y a changement de 
volume, et aussi de la variation d'énergie potentielle consti- 
tutive des molécules. 11 convient, en effet, de considérer chaque 
molécule comme possédant une certaine quantité d'énergie 
potentielle se rapportant au travail des forces qui s'exercent 
entre les atomes ou les parties dont elle est composée; quand 
le mode de groupement des atomes ou des parties change, 
l'énergie potentielle varie; une augmentation ou une diminu- 
tion d'énergie potentielle se traduit par une quantité égale de 
chaleur absorbée ou dégagée. 

Par exemple, dans les réactions du premier type, l'énergie 
cinétique des n molécules a* et des n molécules b^ est égale 
à celle des 2/i molécules a^ft', et, le volume total n'ayant 
pas changé, il n'y a pas de phénomène calorifique provenant 
de la pression. La quantité de chaleur absorbée ou dégagée 
se rapporte donc uniquement à la variation d'énergie poten- 
tielle; elle est égale au travail nécessaire pour séparer chaque 
molécule a^ ou b^ en deux parties a^-\-a^ ou b^-^ b^, moins 
le travail accompli par la réunion de chaque partie a^ avec 
une partie b^. Le quatrième type présente le même caractère, 
sauf un mode différent de décomposition des molécules pri- 
mitives et de groupement des atomes pour former la nouvelle 
molécule. Dans les combinaisons du second type, si Ton dé- 
signe par q l'énergie cinétique d'une molécule à la tempéra- 
ture T de l'expérience, les 3 /i molécules primitives possédant 
une énergie cinétique égale à Sng ei les 2/i molécules nou- 
velles une énergie égale seulement à 2nq, il y a de ce fait 
dégagement d'une quantité de chaleur égale à nq, égale par 
conséquent à celle que possédait chacun des volumes combi- 
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nés. Cette quantité de chaleur dégap;ée est proportionnelle à 
la température absolue. D'autre part, les trois volumes primi- 
tifs se réduisant à deux, la pression extérieure accomplit un 
travail positif, et par conséquent produit le dégagement d'une 
nouvelle quantité de chaleur; enfin il y a une variation d'é- 
nergie potentielle. Il est clair que dans les phénomènes in- 
verses les quantités de chaleur changent de signe; si une 
réaction est accompagnée d'un dégagement de chaleur, l'o- 
pération inverse exige l'absorption de la même quantité de 
chaleur* 

La loi à laquelle nous sommes arrivés par l'étude des gaz, 
savoir que l'énergie cinétique d'une molécule est la même à 
la même température, paraît s'étendre aux corps solides et 
aux corps liquides. Dulong et Petit ont reconnu en effet que, 
pour les corps simples, solides ou liquides, le produit de la 
chaleur spécifique par le poids atomique est constant; il en 
résulte que l'accroissement d'énergie cinétique if'une molé- 
cule pour une même élévation de température est la mémo 
pour tous les corps; l'énergie étant nulle an zéro absolu, on 
en conclut que l'énergie cinétique d'une molécule est la même 
à la môme température. Toutefois, la loi de Dulong et Petit 
n'est qu'une première approximation; la chaleur spécifique 
des corps solides et des liquides varie avec la température 
d'une manière notable et différente pour chaque corps. 

M. Wœstine a étendu cette loi aux corps composés, mais 
elle ne se vérifie alors assez exactement que pour ceux qui 
présentent certaines analogies chimiques. 

Conséquences de la loi générale. 

133. En réfléchissant à ce qui précède, on est conduit à ad- 
mettre la loi générale suivante, que l'on peut regarder comme 
définissant la température absolue : 

i« Deux corps sont à la même température lorsque V énergie 
cinétique m,oyenne est la même dans les deux corps; la tem- 
pérature absolue d'un corps est proportionnelle à V énergie 
cinétique moyenne d*une molécule^ 

Si donc on appelle T la température absolue, q l'énergie 
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cinétique moyenne d'une molécule, on a 

X étant une même constante pour tous les corps. 

D'après cela, Ténergie cinétique d'un corps qui comprend 
n molécules est 

(12) V=:/iXT. 

Nous avons désigné par A- le rapport de la force vive de 
translation d'une molécule de gaz à sa force vive totale, de 
sorte que l'énergie du mouvement de translation des molé- 
cules du gaz est 

Si l'on admet que le rapport k est constant et le même pour 
tous les gaz, on retrouve, en partant de la loi énoncée plus 
haut, les lois idéales des gaz parfaits. Mais il n'y a pas de rai- 
son théorique d'admettre que ce rapport soit rigoureusement 
constant et le même pour tous les gaz; car l'éhranlement in- 
térieur communiqué aux molécules par les chocs des molé- 
cules entre elles dépend de la vitesse de translation et aussi, 
quand cette vitesse est constante, du nomhre des chocs et par 
conséquent du volume occupé par les gaz; il dépend encore de 
la constitution de la molécule. Nous regarderons donc le rap- 
port k comme une fonction des deux variables i^ et T, fonction 
particulière pour chaque gaz. La variation de ce rapport per- 
mettra d'expliquer comment les gaz réels s'écartent des lois 
idéales considérées jusqu'à présent. 

134-. Examinons d'abord la pression. La manière dont on 
explique la pression exercée par un gaz sur une surface plane 
conduit à la relation 

cette relation, en vertu de la loi fondamentale (12), devient 

(i3) s'p=z^n\kT. 

Si le rapport k était indépendant de v, le produit vp conser- 
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verait une valeur constante à la même température : c'est la loi 
de Mariotte. Mais si le rapport k varie avec le volume, la tempé- 
rature étant constante, le produit vp varie lui-même dans le 
même sens; si, par exemple, le rapport A* diminue, quand le 
volume augmente, le produit r/? diminue; c'est en effet ce 
qui a lieu pour tous les gaz, excepté Thydrogène, d'après les 
expériences de Regnault. Il semble même (|ue le rapport 
tende vers une valeur limite constante, quand la température 
est de plus en plus élevée, car la variation du produit r/?, qui 
est sensible à basse température, devient très petite à baute 
température. Pour Thydrogène, au contraire, le produit vp 
augmente quand le volume augmente, et le rapport k ne tend 
plus vers une valeur constante, quand la température s'élève. 

135. Calculons maintenant le coefficient de dilatation 






De l'équation (i3) on déduit 

(i4) i> = ^^kT, 

o p 



/ rflogc N _i / rflogA X _ 1 . i (dk\ 



et par suite 

(.5) , = ^-Hi,(^) 



P 



Si le rapport k était constant, tous les gaz auraient le même 

coefflcient de dilatation «=■=; c'est la loi de Gay-Lussac 

(n«77). 
Tous les gaz, excepté l'hydrogène, ayant un coefficient de 

dilatation a plus grand que fp-> il semble en résulter que la 

dérivée (^rp) a une valeur positive. Pour l'hydrogène, au 

contraire, dont le coefficient de dilatation est plus petit que 
=r> elle aurait une valeur négative. 
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Le rapport k étant regardé comme une fonction de T et 
de i', on a, en imaginant que dans cette fonction on remplace 
V par sa valeur (i4), 

fd/c\ ()k dkfdv\ ôk dk 

('^) (xd" Tï-'-ô:^ KcTïJr WY ^"^cT. • 

dk 
La dérivée partielle --7 ayant une valeur négative pour tous 

les gaz excepté l'hydrogène, il est nécessaire que l'autre dé- 

dk 
rivée partielle -y^ ait une valeur positive plus grande en va- 
leur absolue; ainsi, tandis que la valeur du rapport k diminue 
quand le volume augmente, elle augmente quand la tempéra- 
ture augmente. C'est le contraire pour riiydrogène. 

136. Occupons-nous enfin des chaleurs spécifiques. De 

réquation 

dQ =1 d\] -\- p d<> = dV H-/? di^, 

on déduit la chaleur latente à volume constant, 

("7) ^'^=[dT)r^ = "^' 

elle est constante pour chaque gaz et proportionnelle au 
nombre des molécules contenues dans l'unité de poids et, par 
conséquent, inversement proportionnelle au poids atomique. 
C'est la loi de Dulong et Petit. 
La chaleur spécifique à pression constante est 



avp; 



C, - 1 


/dQ\ 


dV ( dv\ dV 

p cfv'^^ydTjp dt 


on en déduit 








Cp 


2 

— C,; onp 5/iXAaT, 


el par suite 






(18) 




Y-i = |Â-aT. 



Si le rapport k était constant, on aurait aT = i, et le rapportK 
des chaleurs spécifiques serait aussi constant et le même pour 
tous les gaz. Mais, si le rapport k est variable, le rapport 7 est 
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aussi variable. Pour Thydrogèno, on a v — i < i ^'» et pour 

tous les autres gaz, y — ' > ^■• 

L'équation (i3) montre que si le rapport k était le même 
pour tous les gaz, tout en étant variable avec la température 
et le volume ou la pression, des volumes égaux des différents 
gaz, à la même température et sous la même pression, con- 
tiendraient exactement le même nombre de molécules; les 
gaz se combineraient, soit h volumes égaux, soit dans des 
rapports simples de volumes. Mais, si la valeur de X- est diffé- 
rente, les volumes de deux gaz qui contiennent le même 
nombre de molécules sont proportionnels aux valeurs de A-, 
et la loi des volumes doit être modifiée en conséquence. 



État solide. 

137. L*action d'un point matériel sur une molécule formée 
delà réunion de plusieurs atomes se compose d'une force ap- 
pliquée au centre de gravité de la molécule et d'un couple 
dont le moment est d'autant plus grand que la molécule est 
plus grande. Lorsqu'un système de molécules est en équilibre, 
la résultante des forces appliquées au centre de gravité de 
chacune d'elles est nulle, ainsi que le couple résultant. Ima- 
ginons que l'on fasse tourner l'une des molécules autour de 
son centre de gravité d'un angle très petit, laissant toutes 
les autres fixes, le couple provenant des actions des autres 
Diolécules sur la première acquerra une certaine valeur et 
tendra à ramener celte molécule à sa position primitive. L'ex- 
Périence apprend que ce couple a une grande intensité dans 
l^s corps solides, tandis qu'il est très faible dans les liquides. 
Jl semble résulter de là que les molécules d'un corps solide 
sont plus grandes que celles du même corps à l'état liquide. 
On peut se représenter les choses en admettant que chaque mo- 
lécule du solide est formée de la réunion de plusieurs molé- 
cules égales, reliées par leurs attractions mutuelles, et que le 
phénomène de la fusion consiste dans la séparation ou la dis- 
sociation des parties. 
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Il est évident d'abord que les vibrations intérieures des mo- 
lécules complexes tendent à en séparer les parties, d'autant 
plus que les vibrations sont plus rapides. Si, laissant la pres- 
sion extérieure constante, on élève progressivement la tem- 
pérature, il arrivera un moment où les parties qui forment la 
molécule complexe se sépareront. Cette température de dis- 
sociation ou de fusion est fonction de la pression. On remarque 
ensuite que les molécules dissociées, ayant des masses plus 
petites, et devant posséder chacune la même énergie cinétique 
que chacune des molécules primitives à la même température, 
sont animées de mouvements plus rapides que celles-ci, soit 
qu'il s'agisse des mouvements de leurs centres de gravité, soit 
qu'il s'agisse des mouvements de rotation des molécules sur 
elles-mêmes ou des vibrations intérieures des atomes qui les 
composent; ces mouvements font disparaître en grande partie 
l'influence de la forme des molécules et diminuent la grandeur 
des couples qui produisent la rigidité des solides. 

Il est aisé de comprendre que tout phénomène de dissocia- 
tion exige l'absorption d'une certaine quantité de chaleur. Si, 
par exemple, chacune des molécules primitives se divise en 
deux, le nombre des molécules devenant double, l'énergie 
cinétique du système devient deux fois plus grande à la même 
température; le système aura donc absorbé dans ce cas une 
quantité de chaleur égale à celle qu'il possédait d'abord. II 
faudra en outre tenir compte de la variation d'énergie poten- 
tielle et du travail de la pression extérieure. La somme totale 
des quantités de chaleur absorbées dans la transformation 
d'un solide en liquide constitue ce qu'on appelle chaleur la- 
tente de fusion. 

Vaporisation. 

138. La formation des vapeurs se présente sous un aspect un 
peu différent. On remarque d'abord que les vapeurs se forment 
à toute température. Supposons qu'une certaine quantité de 
liquide soit placée dans un vase clos privé d'air. Les molécules 
du liquide sont animées de vitesses de translation plus ou 
moins grandes; certaines molécules, traversant la surface libre 
dans des circonstances favorables, sortent de la sphère d'at- 
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traction des molécules voisines et s'échappent en ligne droite 
dans l'espace supérieur, oii elles forment une vapeur analogue 
à un gaz. Elles rebondissent contre les parois du vase, se 
choquent entre elles et viennent rencontrer de nouveau la 
surface du liquide; les unes rebondissent contre cette sur- 
face, d'autres pénètrent par les pores et rentrent dans Tintée 
rieur. Il s'établit ainsi un état d'équilibre, dans lequel le 
nombre des molécules qui rentrent est égal au nombre de 
celles qui sortent. Le nombre des molécules qui sortent dans 
un temps donné étant d'autant plus grand que la température 
est plus élevée, on conçoit que la densité de l'atmosphère de 
vapeur qui remplit la partie supérieure du gaz tende vers une 
limite, fonction de la température, et croissant avec la tem- 
pérature. 

139. Telle est la manière dont M. Clausius envisage la va- 
porisation. Mais il est probable que ce phénomène est accom- 
pagné, comme la fusion, d'une dissociation des molécules, et, 
puisque la vapeur se forme à toute température, que celte 
nouvelle dissociation s'opère graduellement dans le liquide, 
à mesure que la température s'élève. Nous regarderons donc 
les molécules du liquide comme formées elles-mêmes de la 
réunion de plusieurs molécules égales; comme cela a lieu 
dans les gaz, ces molécules ne sont pas toutes animées de 
la même vitesse; c'est la force vive moyenne d'une molé- 
cule qui détermine la température; celles qui ont la plus 
grande énergie cinétique se décomposent d'abord , et le 
liquide, sur la surface duquel nous supposons placé un pis- 
ton, afin qu'il n'y ait pas d'espace libre, peut être considéré 
comme un mélange de molécules complexes et de molécules 
dissociées, dans une proportion déterminée, fonction de la 
température. Il est clair que le nombre des molécules dis- 
sociées est d'autant plus grand que la température est plus 
élevée. 

Le liquide étant amené ainsi à une certaine température, 
si Ton soulève le piston, des molécules s'échapperont du li- 
quide, les unes complexes, les autres dissociées; mais ces 
dernières sortiront en plus grande abondance, à cause de leur 
petitesse et de leur plus grande vitesse. L'atmosphère de va- 
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peur qui se formera dans Tespace libre sera elle-même un 
mélange de deux sortes de molécules ; mais la proportion des 
molécules dissociées y sera beaucoup plus grande que dans le 
liquide. 

Par suite, la proportion de ces dernières dans le liquide 
s*abaissera au-dessous de la proportion normale relative à la 
température de Texpérience et de nouvelles molécules com- 
plexes se décomposeront dans le liquide pour y établir la pro- 
portion normale, ce qui exigera Tabsorplion d'une certaine 
quantité de chaleur. Si Ton soulève de nouveau le piston, 
le môme phénomène continuera jusqu'à ce que tout le liquide 
soit converti en vapeur. La quantité de chaleur qui se rap- 
porte aux molécules dissociées pendant l'opération même, 
jointe à la variation d'énergie potentielle et au travail de la 
pression, constitue ce qu'on appelle chaleur latente de vapo^ 
risation. Si, avant de soulever le piston, on porte le liquide 
à une température plus élevée, le nombre des molécules dis- 
sociées préalablement dans le liquide, c'est-à-dire avant la 
sortie de la vapeur, sera plus grand; on conçoit de cette ma- 
nière que le nombre de celles qui se dissocieront pendant la 
sortie môme de la vapeur soit moindre et par conséquent que 
la chaleur latente soit plus petite, ainsi que l'apprend l'expé- 
rience. La remarque faite par M. Andrews (n<»4.2) semble 
prouver qu'à une certaine température toutes les molécules 
complexes sont dissociées, de telle sorte qu'il n'y a plus de 
différence entre l'état liquide et l'état de vapeur. 

En résumant ce qui précède, nous appellerons molécule 
élémentaire ou constitutive d'une substance la molécule gaz. 
La réunion de plusieurs de ces molécules élémentaires for- 
mera la molécule liquide; la réunion de plusieurs de ces der- 
nières formera un groupe plus complexe qui sera la molécule 
solide. Les phénomènes de changement d'état consistent dans 
le groupement ou la dissociation des molécules, et ces phé- 
nomènes sont accompagnés, comme les phénomènes chi- 
miques, de dégagement ou d'absorption de chaleur. Si l'on 
admet la loi fondamentale énoncée au n<» 133, la cause princi- 
pale des phénomènes calorifiques qui accompagnent ces phé- 
nomènes physiques ou chimiques réside dans le changement 
du nombre des molécules. 
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ikO. Nous avons considéré jusqu'ici la formation de la va- 
peur dans le vide. Si l'espace libre situé au-dessus du liquide 
était occupé par un gaz sans action sur le lifiuide, la vapori- 
sation s'effectuerait de la môme manière, seulement elle serait 
plus lente. Quand une molécule, s'écliappant de la surface du 
liquide, rencontre une molécule de gaz dans le voisinage, elle 
peut rebrousser chemin et rentrer dans le liquide; il sortira 
donc pendant l'unité de temps un nombre moindre de molé- 
cules que si l'espace était vide de gaz. 11 en est de même au 
retour des molécules de vapeur vers le liciuide; les chocs pro- 
duits par le gaz empochent un certain nombre d'entre elles 
de rentrer dans le liquide. Comme les chances de choc sont 
les mêmes à l'entrée et à la sortie des molécules, les échanges 
qui ont lieu entre le liquide et la vapeur seront diminués dans 
le même rapport, et l'atmosphère de vapeur sera la môme 
que si l'espace libre était vide de gaz; seulement l'équilibre 
sera plus lent à s'établir. 
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CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS A LA PHYSIQUE CÉLESTE. 

Condensation des nébuleuses. — Chaleur terrestre. — Chaleur solaire. 

Régénération de la chaleur solaire. 



Condensation des nébuleuses. 

14.1. La Théorie mécanique de la chaleur permet de corn — 
pléler l'idée de Laplace, relative à la formation des astres • 
Laplace supposait que les astres se sont formés par la coa — 
densation des nébuleuses, en vertu de l'attraction de leur^ 
parties. Pendant que la condensation d'une nébuleuse s'opère , 
l'attraction mutuelle de ses éléments accomplit un travail 
positif très grand; c'est ce travail qui crée la chaleur et Isi 
lumière. 

Calculons d'abord le travail produit par la chute d'un^ 
masse m sur un globe sphérique de masse M et de rayon R * 
L'attraction exercée sur la masse m par le globe sphériqu^^ 
supposé homogène ou formé de couches concentriques homo-^ 
gènes, est la même que si la masse du globe était concentrée? 

en son centre; elle est égale -d- — ^y r étant la distance de 1» 

masse m au centre de la sphère et/ le coefficient d'attraction, 
c'est-à-dire l'attraction de deux masses égales, à l'unité de 
distance. Le travail élémentaire pour un déplacement dr de 

la masse m est — • ^ ^ dr et le travail total/Mmf ^ — — ]• 

Si la masse m vient d'une distance R© infiniment grande, le 
travail est 
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Considérons maintenant une nébuleuse diiïuse très étendue 
de masse M qui, par sa condensation, a donné naissance à un 
globe sphérique de ravon U et que nous supposerons liomo- 
gène (Jig. 89). Une surface spbérique concentrique d*un 

rayon r inférieur à U enveloppe une masse M'=M =j^> et la 
couche comprise entre les deux surfaces sphériques de rayons /* 
cl r -h t/r a une masse ûfM' - - M —¥»,-- • Pendant la condensa- 
tion de la nébuleuse, chaque portion m de la couche dW 

Fi (T. 39. 



r-^dr 







peut être regardée comme soumise uniquement à l'attraction 
de la masse intérieure M', puisque l'attraction exercée sur 
elle par les couches extérieures est nulle. Cette attraction 
étant la même que si la masse M' était concentrée au centre 
<le la sphère, le travail relatif à la masse m, d'après la for- 

wide (i), est-^ et le travail relatif à la couche dM' est 

/MV/M' :ifWr'dr 

7 "'^' U« 

Pour obtenir le travail relatif à la sphère entière, il faut in- 
tégrer cette expression en faisant varier /• de o à R, ce qui 
donne 

ou, en calories. 



Q-: 



511x436 



calories. 



B. — Chaleur. 



1 1 
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Chaleur terrestre. 

14.2. Si Ton désigne par Mj la masse de la Terre et par Ri 
son rayon, raltraction qu'elle exerce sur une masse m placée à 

sa surface est ^—^ — ; mais cette attraction est le poids mg du 

/M 

corps; on a donc l'égalité "^i^ =. g, qui détermine le produit 

/Mi=^RJ. Si Ton imagine que la Terre se soit formée par 
la condensation d'une portion de la grande nébuleuse solaire, 
la quantité de chaleur produite par cette condensation est 

d'où l'on déduit 

(4) ^-^^=8760. 

On en conclut que la chaleur produite par la condensation du 
globe terrestre est égale à 87 fois la quantité de chaleur né- 
cessaire pour élever de zéro à ioo<» une masse d'eau égale à la 
masse de la Terre. Cette chaleur propre du globe terrestre est 
capable de maintenir en fusion le noyau intérieur; elle se dis- 
sipe très lentement, à cause de la croûte peu conductrice qui 
l'enveloppe. 

Chaleur solaire. 

14.3. Si l'on désigne par M la masse du Soleil et par R son 
rayon, la quantité de chaleur produite par la condensation de 
la nébuleuse solaire est donnée par la formule (2). On en dé- 
duit, en divisant membre à membre les formules (2) et (3), 



d'où 





Q 


M' . R. 




Q. 


Mî • R,' 


(m^) 


M 


R 32/1000 

• 


/o.\ 


M, 


• R, 108 



1= 3ooo. 
^ M, Kl 108 
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et, par suite, 

(5) ~- = rj^ X 3ooo z=z 8760 X 3ooo = a6. lo*. 

Ainsi la chaleur solaire est, pour chaque unité de masse, 
3ooo fois plus grande que la chaleur IcTreslre. Elle est égale 
à 260000 fois la chaleur nécessaire pour élever de zéro à 100* 
la température d*une masse d'eau égale à la masse du Soleil. 
Celte quantité de chaleur produite par Tattraction est extrê- 
mement grande; il est prohahie, d'après cela, que la tempé- 
rature du Soleil est très élevée et que les éléments qui le 
composent y restent dissociés. 

IW. 11 résulte des expériences de M. Violle que la quantité 
de chaleur reçue en un an par une surface de un mètre carré, 
à la distance de la Terre au Soleil, est égale à 182 . 10* calories. 
La surface de la sphère, qui a pour centre le Soleil et pour 
rayon la distance du Soleil à la Terre, étant de 298.10** 
mètres carrés, on en conclut que la quantité de chaleur 
émise par le Soleil en un an est égale à 182 x 298 x 10", soit 
386.10" calories. 

Cette émission de chaleur abaisserait graduellement la 
température du Soleil, si la perte n'était compensée par au- 
cune production nouvelle de chaleur. D'après les expériences 
de Cavendish, la densité moyenne de la Terre est à peu près 
^fois celle de l'eau; il en résulte que la masse de la Terre 
est égale à celle de 54. 10" kilogrammes, et celle du Soleil, 
qui est 824000 fois plus grande, à celle de 175.10" kilo- 
grammes. Si donc on désigne par Q' la quantité de chaleur 
émise par le Soleil en un an, on a 

M g 175 

Si la chaleur spécifique du Soleil était égale à celle de l'eau, 
la température du Soleil s'abaisserait de plus de 2® par an. 
Des équations (5) et (6), on déduit 

Q 26.IO* 

(7) Q'^-i;^=^>^-'°''' 
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La chaleur totale du Soleil est 12000000 de fois plus grande 
que la partie émise chaque année, de sorte que, si rémission 
était uniforme, elle se dissiperait en 12 000000 d'années. 

Régénération de la chaleur solaire. 

14^5. Parmi les différentes causes de régénération de la 
chaleur solaire, la plus importante, suivant la remarque de 
M. Helmholtz, est la continuation de la condensation du So- 
leil. La formule (2) peut être mise sous la forme 

Si le rayon, continuant à diminuer, devient R h- oR, la nou- 
velle condensation produira une quantité de chaleur 8Q satis- 
faisant à la relation 

~" R ' 

que Ton déduit de la précédente par la difîérentiation. 

Elle sera égale à la quantité de chaleur Q' perdue par le 
rayonnement, si Ton a, d'après l'équation (7), 

- 5R 0' I 



R "" Q ~" 12.10'^ 

Telle serait la diminution annuelle du rayon qui mainliendrail 
constante la température du Soleil. 

En un siècle, la diminution du diamètre apparent du Soleil 
serait moindre que la cent millième partie de ce diamètre, 
quantité impossible à mesurer. 

11 résulterait de cette diminution du rayon une augmenta- 
tion de la vitesse angulaire de rotation du Soleil et, par con- 
séquent, une diminution du temps de sa rotation. On sait que 
les actions mutuelles des molécules qui composent le Soleil 
ne changent pas la somme des moments des quantités de 
mouvement de la masse entière, par rapport à l'axe de rota- 
tion (n<» 15). Si Ton désigne par p la distance à l'axe d'une 
molécule de masse m et par w la vitesse angulaire de rotation, 
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la somme des moments des quantités de mouvement de la 
masse entière est w S/w/?'. Supposons que toutes les longueurs 

soient réduites dans le même rapport - - = — , on aura, en 

différentiant le produit constant to x S/zi/^*, 

oto — oU 

- - 1- a — - , 
(o U 

0U9 en appelant T le temps de la rotation, 

— aT —m I 

... —-2 



K b-io"* 

Telle serait la diminution annuelle du temps de la rotation du 
Soleil, ce qui ferait environ 36 secondes par siècle. 

146. Une autre cause de production de chaleur est la chute 
des astéroïdes sur le Soleil. D'après la formule (i), la chaleur 
produite par la chute d*un astéroïde ayant une masse égale 
à celle de i kilogramme, est égale à 

q — -y. TTj^T calories. 

En comparant avec la formule (î)» o" a 

1 -_iL_. 

d'où, en vertu de Téquation (5), 

5 5 
(8) Q^=^T. V,— == ô 26. 10* - 43. 10* calories. 

^ 6 Wg 3 

Un astéroïde ayant une masse égale à celle de i kilogramme 
développe, en tombant sur le Soleil d'une distance infinie, 
une quantité de chaleur égale à 43oooo fois la quantité de 
chaleur nécessaire pour élever de ioo<* la température d'un 
litre d'eau. 

Pour compenser la perte due au rayonnement, comme on a 

Q' 386. 10" 
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il faudrait une chute annuelle de 9.10'*^ kilogrammes. La sur- 
face du Soleil étant de 5. 10" mètres carrés, il tomberait sur 
chaque mètre carré près de 20000 kilogrammes. L'espace en- 
vironnant serait sillonné par une pluie d'astéroïdes. Si Ton 
suppose qu'ils viennent de toutes les directions uniformément, 
la surface de la sphère qui a pour rayon la distance du Soleil 
à la Terre étant de 298. lo*^ ou plus simplement 3. 10*' mètres 
carrés, il tomberait annuellement sur la Terre Soos' par mètre 
carré, ce qui est inadmissible. L'attraction de la Terre aug- 
menterait encore cette quantité. On doit en conclure que la 
chute des astéroïdes n'entre que pour une part très faible dans 
la régénération de la chaleur solaire. 

Une conséquence de ce phénomène serait une augmentation 
de la masse du Soleil et par conséquent la diminution du 
temps de la révolution des planètes. On sait, en effet, que le 
demi-grand axe a de l'orbite d'une planète, le temps T de sa 
révolution autour du Soleil, et la masse M du Soleil sont liés 
par la relation 

^■^ =/M. 

On en déduit entre leurs variations la relation 

, 8a 8T SIM 

6 2 -=- = -inr • 

a T M 

11 est aisé de voir qu'une augmentation de la masse du Soleil 
diminue le grand axe de l'orbite d'une planète ; le premier 
terme étant négatif, on a par année 



— a T 2 !M — 9-'q'' __ ^ 

T 2 M 2.175.10^* 10 



9 



Pour la Terre, la diminution du temps de la révolution serait 
supérieure à huit dixièmes de seconde par an, ce qui ferait 
une minute et vingt secondes par siècle. Une pareille diminu- 
tion eût été observée. 

14^7. M. W. Thomson a proposé une autre cause de régé- 
nération de la chaleur solaire. La lumière zodiacale est re- 
gardée comme une extension de l'atmosphère du Soleil, ou 
un reste de la nébuleuse primitive. M. W. Thomson la suppose 



APPLICATIONS A LA PHYSIQUE CÉLESTE. 167 

composée d^astéroides circulant autour du Soleil dans des or- 
bites presque circulaires, comme les planètes. Le temps T de 
la révolution d'un astéroïde, décrivant un cercle d'un rayon 
très peu supérieur au rayon du Soleil, est donné par la troi- 
sième loi de Kepler, 

1 an \a4ooo/ 
d'où 

T=:2S6. 

Ce temps est 23o fois plus petit que le temps de la rotation du 
Soleil sur lui-même, et, par conséquent, la vitesse de l'asté- 
roïde est 280 fois plus grande que celle d'un point de la sur- 
face du Soleil à l'équateur. Lorsque, par l'effet de la résistance 
d'un milieu, le rayon de l'orbite diminue, et que l'astéroïde 
rencontre la surface du Soleil, il se produit un choc qui donne 
naissance à de la chaleur. 

Un astéroïde venant de l'inOni peut être assimilé à une co- 
mète décrivant une parabole. Or on sait qu'à la même dislance 
du Soleil le carré de la vitesse sur une parabole est double du 
carré de la vitesse sur Torbite circulaire. Il en résulte que, au 
moment où un pareil astéroïde rencontre la surface du Soleil, 
il possède une force vive double de celle d'un astéroïde appar- 
tenant à la lumière zodiacale. Il faudrait donc, pour compenser 
la perte de chaleur due au rayonnement, une quantité de ces 
derniers astéroïdes double, c'est-à-dire environ 18.10** kilo- 
grammes par an. On serait obligé d'admettre que la lumière 
zodiacale a une grande masse; par exemple, pour compenser 
la perte pendant un million d'années, il faudrait une quantité 
d'astéroïdes ayanl une masse égale à la dixième partie de celle 
du Soleil. Une masse pareille, disposée en forme de lentille 
ou de disque plat autour du Soleil, produirait sur la planète 
Mercure, comme l'a montré Le Verrier, des perturbations 
beaucoup plus grandes que les perturbations observées. 

lii'8. Enfin on a eu recours aux actions chimiques. Nous 
avons déjà fait observer (n*» 143) que la température très 
élevée du Soleil, maintenant les éléments dissociés, empêche 
les combinaisons chimiques de s'accomplir. Nous ajouterons 
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que, même si les combinaisons s'opéraient, les quantités de 
chaleur qu'elles produiraient seraient très petites par rapport 
aux quantités développées par les grandes actions mécaniques 
dont nous venons de parler. La combinaison chimique qui dé- 
gage le plus de chaleur est celle de l'hydrogène et de l'oxygène; 
I kilogramme d'hydrogène combiné à 8 kilogrammes d'oxy- 
gène, pour former 9 kilogrammes de vapeur d'eau, dégage 
34460 calories. Supposons que la masse entière du Soleil soit 
formée d'hydrogène et d'oxygène dans le rapport de i à 8; la 
quantité de chaleur que produirait la combinaison totale serait 
égale à 67.10'* calories; elle suffirait à peine à entretenir le 
foyer solaire pendant dix-huit cents ans. 
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CHAPITRE X. 

CAPILLARITÉ. 

Tension superficielle. — Conditions (réqnilibrc au contact de difîércnts mi- 
lieux. — Pression capillaire. — Loi de Jurin. — Tension maximum des 
vapeurs. 



Tension superficielle. 

149. Lorsqu'un liquide est en équilibre dans un vase, la 
surface libre, au lieu d'être horizontale dans toute son éten- 
due, se relève ou s'abaisse le long des bords, suivant que le 
liquide mouille ou ne mouille pas les parois. Ces changements 
de niveau sont surtout manifeslos lorsque le vase est très 
étroit, par exemple dans l'intervalle de deux lames parallèles 
très rapprochées ou dans les tubes dont le diamètre est com- 
parable à l'épaisseur d'un cheveu. 

Telle est l'origine du nom de capillarité donné à l'en- 
semble des phénomènes qui sont ainsi en contradiction avec 
les lois générales de l'Hydrostatique. Ces expériences montrent 
qu'il est nécessaire de faire intervenir autre chose que la pe- 
santeur dans l'évaluation des forces qui agissent pour déter- 
miner l'équilibre des liquides. 

Laplace, qui a établi la première théorie des phénomènes 
capillaires, admet qu'entre deux molécules d'un même liquide 
s'exerce une action proportionnelle aux masses et suivant une 
fonction de leur distance, telle que cette force devient nulle à 
une distance sensible; des actions analogues existent entre 
des liquides différents ou entre un liquide et un corps solide. 
Il résulte de là que les molécules situées à la surface d'un 
liquide subissent l'action des molécules placées au-dessous 
d'elles; l'ensemble de ces actions élémentaires constitue une 
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pression qui s'exerce à la surface générale et se transmet à 
toute la masse liquide. 

150. Quoi qu'il en soit de l'existence et du mécanisme de 
cette pression, la manière la plus simple d'expliquer les phé- 
nomènes est de concevoir qu'un liquide est enveloppé dans 
une sorte de membrane élastique également tendue dans 
tous les sens. Quand on augmente le volume d'une masse 
liquide, cette membrane se dilate sans se déchirer et sans que 
son élasticité varie. Si le liquide se divise en plusieurs parties 
distinctes, chacune des parties s'entoure par le jeu des forces 
moléculaires d'une membrane fermée limitant sa surface. 

La couche dans laquelle se manifeste la tension capillaire a 
nécessairement une épaisseur finie. Lorsque le liquide est ré- 
duit en lame très mince, comme une bulle de savon, il peut 
arriver que l'épaisseur totale du liquide soit inférieure à la 
somme des couches capillaires des deux surfaces, et les pro- 
priétés du liquide sont alors complètement modifiées. 

Si l'on imagine que la membrane élastique d'un liquide soit 
coupée suivant une courbe, et qu'on enlève la partie située 
d'un côté, il faudrait, pour maintenir le reste dans l'état pri- 
mitif, appliquer sur chaque élément ds de la courbe de con- 
tour une force l^ds normale à cet élément et dans le plan 
tangent à la surface. Le facteur T, qui représente la valeur de 
cette force par unité de longueur, a reçu le nom de tension 
superficielle du liquide. La tension superficielle d'un liquide 
est indépendante de la forme de la surface ; elle n'est pas la 
même pour les différents liquides et, pour un liquide donné, 
elle varie avec la température. 

Sur la surface de contact d'un liquide avec un corps solide, 
la tension superficielle est encore constante, mais avec une 
valeur différente de celle de la surface libre. 

Enfin, au contact de deux liquides, la tension superficielle 
a une valeur différente de celle des deux liquides. 

151. Il résulte de là qu'en toute rigueur l'énergie intérieure 
d'un liquide n'est pas simplement une fonction du volume et 
de la température. En effet, on voit aisément, par un raison- 
nement analogue à celui du n° 35, que si la surface d'une masse 
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liquide augmente de (iS, le travail de la tension capillaire est 
égal à — Tc?S; c'est-à-dire qu'il a fallu dépenser un travail 
TdS pour modifier la surface. 

L'énergie intérieure d'un liquide se compose donc de deux 
termes : l'un qui est une fonction du volume et de la tempé- 
rature, l'autre proportionnel h la surface et qui est lui-même 
une fonction de la température. 

■ 

Conditions d'équilibre au contact de différents milieux. 

152. Lorsque plusieurs milieux sont en contact, les tensions 
superficielles des différentes surfaces doivent se faire équilibre 
en tous les points d'intersection. 

Considérons d'abord le cas de trois fluides, par exemple 
une goutte d'eau à la surface du mercure et au contact de l'air, 
et soient T|, T, et T3 les tensions superficielles de trois sur- 
faces différentes. Sur un élément ds de la ligne d'intersection 
commune passant au point (,fig' 4o), les trois tensions Tids, 




'i\ds eXTzds sont dans le même pian; les angles a, p, y, que 
font entre elles les surfaces, sont déterminés par la condition 
que chacune des tensions soit égale et directement opposée 
à la résultante des deux autres, ce (jui donne 



(0 

Si l'on pose 



sina _ siii? siriY 



ol' -^Tz — a. 
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réqualion (i) signifie que les forces T,, Tj et T3 forment les 
côtés d'un triangle ABC (y?^. 40» dont les angles sont a', p' 
et 7'. Les conditions d'équilibre sont donc les mônnes que 
celles de Texistencedu triangle ABC, dont on connaît les trois 
côtés; c'est-à-dire qu'un côté quelconque doit être plus petit 
que la somme des deux autres et plus grand que leur diffé- 
rence. 

Fig. 41. 
4 




153. Supposons que Tj soit le plus grand côté. 11 faut que 
l'on ait Ti < Tj -h T3; si l'on avait T, = T, -h T3, l'équilibre ne 
serait pas possible. Tel est le cas, par exemple, d'une goutte 
d'huile placée à la surface de l'eau dans l'air; l'angle a des 
surfaces qui limitent la goutte diminue rapidement par le jeu 
des forces capillaires et la goutte s'étale de plus en plus jus- 
qu'à ce qu'elle couvre toute la surface ou s'amincisse à un tel 
point que ses propriétés capillaires en soient modifiées. 

Si T2 est le plus grand côté, la condition d'équilibre est en- 
core T2 < Ti 4- T3. Lorsqu'on a Tj^ Tj -h T3, la goutte se con- 
tracte de plus en plus jusqu'à ce qu'elle soit tangente au liquide 
inférieur. Ce serait le cas d'une petite goutte de mercure 
placée à la surface de l'eau. 

154. Lorsque deux fluides sont en contact avec un corps 
solide, un élément ds de la courbe d'intersection ne peut plus 
se mouvoir dans toutes les directions; il suffît alors, pour 
l'équilibre, que les trois tensions aient une résultante nor- 
male à la surface du solide. 

Soient C le corps solide {fig. 42), Ti, T, et T3 les tensions 
des trois surfaces et a Tangle que fait la surface de séparation 
des deux fluides avec la surface du solide; la condition d'équi- 
libre est 

T»-T2 

(2) COSa= TT. 

J a 
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Cet angle a s'appelle anî^le de capillarité , On voit qu'il ne 
dépend que de la nature dos milieux en contact et nullement 
de la forme des surfaces. 

Fie. 'la. 




L'équilibre n'est possible que si l'on a T3 > Tj — T,. 

Supposons, par exemple, que l'on place» une goutte liquide 
sur un plan horizontal. Si l'on a T3 ^ï| — T„ la goutte s'étale 
immédiatement. C'est ce qui a lieu pour l'eau et le verre. 

Si l'on a Ta > Tj — T„ et en même temps T» > ï„ l'angle a 
est aigu et l'équilibre a lieu lorsque cet angle a pris la valeur 
déterminée par l'équiition (:>.)• 

Si l'on a Ts > T» — T, et T, < T„ l'angle a d'équilibre est 
obtus. C'est le cas d'une goutte de mercure sur un plan de 
verre. 

Pression capillaire. 

155. Lorsque la surface d'un liciuido est plane, la tension 
superfîciellc n'a pas de con)|)osanle normale à la surface du 
liquide et ne modifie pas la i)ression. Si la surface est courbe, 
au contraire, les tensions superficielles des différents éléments 
ont en chaque point une résultante normale qui forme la 
pression capillaire. 

Supposons que la surface du liquide appartienne à une sphère 



B 




de rayon R {fig. 43) et découpons sur la sphère, par un plan, 
une calotte AB de rayon /• ayant pour centre le point 0. Sur 
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un élément ds du contour, la tension est Tcfe et sa compo- 
sante H ds parallèle à la normale au point est égale àT cfe cosa. 
La résultante de ces tensions le long du contour est donc 



(3) 



/ 



2T 

T<f^ cosa ::r:T cosa 211 r HZ -p"^^'. 



Si le rayon de la calotte est infiniment petit, la surface de la 
base TT/' est sensiblement égale à la surface d^ de la calotte, 
et Ton a 

2T 



/■ 



T c/lsCOSa zzz -,—-dS. 



H 



2T 



Le facteur ^ représente la résultante normale des tensions 

superficielles par unité de surface au voisinage du point 0; 
c'est isi pression capillaire en ce point. 

156. Si la surface est de forme quelconque, nous détermi- 
nerons de même la résultante des tensions le long d'une 
courbe infiniment petite AB {Jig. 44), comprenant le point 




considéré 0. Prenons ce point comme origine des coordonnées, 
Taxe des z suivant la normale et les axes des x et des y sui- 
vant les tangentes aux sections principales. 

Pour faciliter le raisonnement, nous considérerons la courbe 
AB comme engendrée de la manière suivante. Dans le plan 
des xj, on choisit une courbe fermée arbitraire AiBj ren- 
fermant le point 0, et l'on trace une courbe semblable A'B', 
c'est-à-dire telle que les coordonnées x,y et ^j, Xj de deux 
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points M' et M| situés sur le même rayon vecteur satisfassent à 
la relation 



(4) 






on considère alors sur la surface S la courbe AB, qui a pour 
projection A'B'. 

Prenons un point M de la surface, dont les coordonnées sont 
^,7 et -s. Désignons respectivement par a, p, y; ^t', p', y'; «"> 
i^" y Y*' les cosinus des angles que font avec les a\es : i® Télé- 
ment ds de la courbe AB; 2<» la normale N à la surface; 3<» la 
direction de la tension superficielle Tt/5. 

Ces trois directions étant perpendiculaires entre elles, il en 
résulte 

n g/y n 



On a d'ailleurs 
(6) 



(fcT 



"=Â' 



Q__ dy dz 



Hes projections de la force T ds sur les axes sont alors, en 
tenant compte des équations (5) et (6), 



i7) 



lLds = Tds,'i'' = T{^'dY—^'dz), 
Yds = Tds,?' = T(^'dz - ^;'djc), 
Zds=:Tds.Y —TC^'dx—oL'df), 



Dans le voisinage du point 0, Téquation de la surface peut 
èlre mise sous la forme 



ou, en appelant Ri et R, les rayons de courbure principaux. 



(8) 

d'où l'on déduit 






(9) 



R, R, ^ 
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Les angles de la normale avec les axes sont alors déterminés 
par les relations 



(10) 



a' 




^^' 


v' 

1 


.2 




V 


I 


R. 




u, 





\/-(0-(0 

Supposons maintenant que le facteur X soit infiniment petit. 
Les aires planes S' et Si enveloppées respectivement par les 
courbes A'B' et AiB, donnent l'équation 

c'est-à-dire que Taire S' est un infiniment petit du second 
ordre. D'autre part, les équations (4) montrent que les coor- 
données a; et y sont des infiniment petits du premier ordre - 
En substituant ces valeurs de œ et de y dans les équations^ 
(10), on voit que le cosinus y' ne diflTère de l'unité que d'unes 
quantité infiniment petite du second ordre. La surface S'en — 
veloppée par la courbe AB ne diffère donc de sa projection & 
que d'une quantité de l'ordre de S'(i — y')> c'est-à-dire d'ui:» 
infiniment petit du quatrième ordre. Quand on divisera par & 
les projections de la force Tâs, en faisant ensuite tendre >^ 
vers zéro, on pourra, dans l'expression de ces composantes , 
négligerlestermesinfinimentpetits du troisième ordre. Comm^ 
les cosinus a' et p' sont infiniment petits et dz un infiniment, 
petit du second ordre, on aura 

XdsT^Tdf, 
Yds — — Tdxy 



^*=^-(^'-t: 



L'aire S' a d'ailleurs pour expression 



^' z=z I X dy z:- — i y dx. 



Si l'on fait la somme des composantes des tensions pour 
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tout le contour AB, on obtient donc 
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(II) 



1 l\dsz=o, 
< I Y dszizOf 



Ainsi la résultante est normale à la surlace et sa valeur par 
unité de surface est égale à 



(ïï;^ïï;) 



Ce théorème a été démontré par Laplace en partant des ac- 
tions directes qui s'ex(M*ceut entre les molécules li(]U)des. 

La résultante ainsi obtenue est égale et de signe contraire à 
isk pression capillaire au point 0. On vérifierait d'ailleurs aisé- 
ment que la somme des moments des tensions par rapport à 
l'izn quelconque des trois axes est nulle. 

Loi de Jurin. 

157. Ces principes permettent d'expliquer aisément la plu- 
part des phénomènes de capillarité. Supposons, par exemple, 
que Ton plonge dans un liquide un tube de verre cylindrique 
(/*<§". 45) à section circulaire, de rayon /• très petit. Le niveau 

Fig. 45. 



Ma 



..j. 



l 



n 



^^ liquide dans le tube est plus élevé ou plus bas que la sur- 
^^ce plane extérieure, suivant que l'angle a de capillarité est 
^^8u ou obtus, et la surface du liquide dans le tube est sen- 
siblement sphérique. Soient p le poids spécifique du liquide, 
^ sa tension capillaire et h l'ascension dans le tube. 

B. — Chaleur, 1 3 
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Le rayon de courbure de la surface de capillarité est égal à 

r - . .11 • ^ aTcosa , - 

> la pression capillaire à ; pour que la colonne 



COS a r 

soulevée soil en équilibre, on doit avoir 

, 2Tcosa 

' r 

ou 

, ^ , 2Tcosa 

(12) A = 

^ ^ /-p 

On voit que la différence de niveau est en raison inverse d 
diamètre du tube : c'est la loi de Jurin. 

Si l'angle de capillarité a est nul, comme pour Teau et le 
verre, on a, plus simplement, 

(i3) A = — . 

^ /'P 

158. Nous avons supposé implicitement que Texpérience 
est faite dans le vide ; mais, en réalité, on doit tenir compte du 
milieu extérieur. Soient p la pression extérieure sur la sur- 
face plane du liquide, p' la pression à la partie inférieure du 
ménisque et p' le poids spécifique du gaz qui forme l'atmo- 
sphère ; on a 

(i4) p'=.p-h^'. 



L'équation d'équilibre 


devient 




(i5) />- 


-.p'-hhp- 


2Tc0Sa 

r 


on en déduit 






(16) 


h — —r- 


COS a 

-p') 



Si la forme de la surface est quelconque, la différence de 
niveau sera déterminée de même par l'équation 

(17) h= ^ ' ^ 



p— p'\Ri Rj 
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Tension mazimum des vapeurs. 

159. M. W. Thomson a montré que l'existence des phéno- 
mènes capillaires conduit à la conséquence nécessaire que la 
tension maximum d'une vapeur, à la même température, dé- 
pend de la forme de la surface du liquide générateur avec 
laquelle cette vapeur est en contact. 

Supposons que Texpérience précédente (y7^. 4î>) soit faite 
dans le vide, ou du moins sous une cloche dont on aura ex- 
trait tout gaz étranger, de sorte qu'il n'y reste plus que de la 
vapeur. La différence des pressions p et // de la vapeur sur 
la surface plane du liquide et dans le tuhe capillaire est donnée 
par l'équation (i4), 

Lorsque l'équilibre est établi, il se maintient aussi bien par 
les surfaces d'évaporation que par le liquide lui-môme. En 
effet, si l'équilibre n'existe pas entre le li(]uide et sa vapeur, 
11 se produit continuellement une évaporation, par exemple 
dans le tube capillaire, compensée par une condensation sur 
la surface plane AB. La différence de niveau se rétablit in- 
cessamment par la partie inférieure du tube et le travail total 
de la pesanteur est nul; mais cette distillation continuelle 
aura pour effet d'absorber de la chaleur sur la surface con- 
cave C pour la reporter sur la surface plane; il y aura donc 
transport continuel de chaleur d'un corps froid sur un corps 
chaud, sans travail extérieur, ce qui est en contradiction avec 
le principe de Carnot. 

Ainsi la tension maximum de la vapeur produite par un 
liquide dépend de la forme de la surface. Quand on veut dé- 
finir la pression normale d'une vapeur saturante, il est donc né- 
cessaire, comme nous l'avons fait aux n°* k\ et 89, de spécifier 
que la vapeur est en présence d'une surface liquide plane. 

Si, dans l'expérience précédente, le tube capillaire étant 
fermé par le bas, on établit une différence de niveau h' infé- 
rieure à h, la pression de la vapeur sur la surface capillaire 
se trouve supérieure à sa tension maximum; cette vapeur se 
condense donc dans le tube et il se fait une distillation de de- 
hors en dedans jusqu'à ce que la différence de niveau primi- 
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live h soit rétablie. L'inverse aurait lieu si la différence de 
niveau h' était supérieure à A, et la distillation s'effectuerait en 
sens contraire. Le môme phénomène se produira encore, mais 
moins rapidement, en présence d'un gaz étranger. 

On en déduit cette conséquence remarquable que, lorsque 
deux vases de forme quelconque situés dans une enceinte fer- 
mée contiennent le môme liquide, les niveaux tendent à s'éta- 
blir par évaporation comme ils le feraient si ces deux vases 
communiquaient entre eux. C'est là une propriété qui joue 
sans doute un rôle important dans un grand nombre de phé- 
nomènes naturels. 

160. Pour une surface liquide de forme quelconque en con- 
tact avec sa propre vapeur, l'excès de pression p' — p de lai- 
vapeur sur la tension normale relative à une surface plan& 
est donnée par les équations (i4) et (17), 

(18) p'- 

le second membre étant pris avec le signe — ou le signe 
suivant que la surface est concave ou convexe. 

Cette équation permet d'expliquer les phénomènes que pré - 
sentent les liquides surchauffés (n° 4^5). 

Considérons un liquide terminé par une surface plane e i 

soumis à une pression extérieure P. En un point M situé dan^ 

le liquide à la distance h' du niveau, le pression p^ a pou^: 

valeur 

p^ = V -\-ph'. 

Soit ti la température normale de vaporisation sous la pres- 
sion />i. On peut porter le liquide en ce point M à une tempé-^ 
rature t plus élevée que ^1, sans production de vapeur, c'est- 
à-dire sans que l'ébullition commence. Supposons, en effet, 
qu'il s'y forme une bulle sphérique de vapeur de rayon R, et 
soit p la pression normale à la température t. La pression maxi- 
mum exercée par la vapeur sur la surface concave du liquide 
est, d'après l'équation (18), 
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Pour que celle buHe subsisle, il est nécessaire que la pres- 
sion de la vapeur soil égale ou supérieure à celle du liquide 
environnanl, c'esl-à-dire qu'on ait 

2 p'T ^ 



ou, en posant 



2p'T 

(p — p') {P — Pi) 



Si Ton a R < Ri, il en résulte />'</?, : la vapeur se condense 
6t la bulle disparaît. 

Ainsi, tant qu'il ne se forme pas en ce point M de bulle de 
^vapeur dont le rayon soit égal ou supérieur à Rj, Tébullition 
r^'apas lieu. Mais si, par une cause quelconque, une bulle de 
-vsipeur de rayon supérieur à R| s'y produit, cette bulle grandit 
Fusquement et l'ébuliition se fait par soubresauts. 
Si le rayon limite Rj est très petit, la différence des pressions 
—pi peut être très grande et la température du liquide très 
élevée au-dessus de la température normale. L'état du liquide 
sst représenté alors par la portion AG {/ig, 7, n'» 43) de la 
courbe de M. James Thomson. 

Des bulles d'un gaz quelconque attachées aux parois ou si- 
^^ées dans l'intérieur du liquide produisent un effet analogue 
^^ rendent l'ébuliition plus régulière, parce qu'elles servent 
^^ point de départ pour la formation des bulles de vapeur. 
"ï« Cernez a étudié ce phénomène dans les conditions les plus 
variées. 

161. De môme, un espace renfermant de la vapeur peut être 
^^froidi à une température inférieure à celle qui correspond 
* la tension normale de la vapeur, sans qu'il s(? produise au- 
cune condensation (n<» 44). En d'autres termes, la vapeur à 
^ï^e température t peut être amenée à une pression p^, supé- 
rieure à la pression normale; l'espace est sursaturé et l'état 
^e la vapeur est représenté par la portion BH {/ig. 7) de la 
^ourbe de M. James Thomson. 

Supposons en effet qu'il se forme une gouttelette liquide de 
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rayon R, la pression maximum de la vapeur au contact de la 
surface liquide convexe est 

2p'T 



(20) P' = P-- 



(p-p')K 



Pour que cette gouttelette subsiste, il faut que la pression />' 
soit moindre que la pression extérieure. 
Posons encore 

^ ^ ^P^ 

* '{p-9'){Pi-P) 

Si le rayon de la goutte est inférieur à R„ la pression p^ de 
la vapeur extérieure est moindre que celle qui correspond à 
la forme de la gouttelette et celle-ci se vaporise. Au contraire,, 
s'il se forme, par une cause quelconque, une gouttelette d'un 
rayon plus grand que R2, la vapeur environnante se condense 
et, comme l'équilibre relatif au rayon R, est instable, il se pro— 
duit une liquéfaction brusque de la vapeur. 

Lorsqu'un espace limite tient en suspension des gouttelettes 
d'eau de différentes dimensions, on voit que les plus petites 
ont une tendance à s'évaporer, et les plus grosses à augmenteMT" 
de volume, jusqu'à ce qu'il s'établisse un état d'équilibre dan^ 
lequel toutes les gouttes auront le même diamètre. Des tracer 
de poussière ou de petites gouttelettes introduites dans un aimr 
chargé de vapeur d'eau peuvent ainsi servir de germes à Ist 
formation des gouttes et provoquer une condensation abon — 
dante. Ce phénomène intervient sans doute pour une part- 
importante dans la formation des nuages et des brouillards •- 
11 présente encore la plus grande analogie avec ceux de sur — 
fusion ou de sursaturation des liquides, qui s'expliquent pro- 
bablement aussi par des actions capillaires de même nature. 
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Loi de Coulomb. 

162. Pour énoncer la loi des allraclions el des répulsions 
lectriques, on a imaginé deux lluides que Ton suppose ré- 
xndus d'une manière continue dans les corps. Un corps n'esl 
is éleclrisé lorsque chaque élément de volume contient des 
lantités égales des deux, fluides : le corps est électrisé lorsque 
n des fluides est en excès; cette différence constitue ce 
*on appelle V électricité libre dans le corps. L'action mutuelle 
deux masses infiniment petites m, m' d'électricité libre est 
î force dirigée suivant la droite qui les joint; elle est ré- 
tive ou attractive suivant que les deux masses électriques 
. de même espèce ou d'espèces contraires; elle varie en 
)n inverse du carré de la distance /• : on peut donc la re- 
înter par la formule 

mm' 



/•2 



IJ* 
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en regardant la force comme positive ou négative suivant 
qu'elle est attractive ou répulsive, et prenant pour unité de 
masse électrique une masse telle, qu'une masse égale et de 
signe contraire, placée à Tunité de distance, exerce sur elle 
une attraction égale à Tunité. Telle est la loi de Coulomb, qui 
comprend, comme nous le verrons, l'ensemble des phéno- 
mènes d'électricité statique. 

163. Considérons une masse électrique infiniment petite /n, 
soumise à l'action de plusieurs masses infiniment petites m', 

m!\ Appelons x^ j, z les coordonnées du point P où se 

trouve la masse m; x\ y', z' celles de la masse m', .... ; la ré- 
sultante des actions exercées sur la masse m par les autres 
masses a pour projections sur les trois axes des coordonnées 



X 



ni'{x' — x) 



V^ m ( X - 



y 



„ ^ m'{z' — z) 

Si l'on suppose la masse m égale à l'unité, ces formules d^ — 
viennent 

ni\x^ —r x^ 



x=-y 



r' 



(0 ^=-2 



V^ m' ( r' — V ) 



r» 



m!{z' — z") 



Elles représentent l'action exercée par un système de corp^ 
électrisés sur une masse i d'électricité positive, placée en uï^ 
point P, ou plus simplement la/o/ce électrique au point P. ï^ 
suffit évidemment de tenir compte de l'électricité libre; cai^ 
une certaine quantité de fluide neutre, étant la réunion 4^ 
deux masses égales -h m' et —m! d'électricités contraire^» 
n'exerce aucune action sur le point P. 
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Définition du potentiel. 

16&-. Comme on <i 

,-«=(x'-,r)«-h(y-.v)^-i-(c'~c)% 

les trois sommes précédentes sont des fonctions des trois 
coordonnées du point P. On peut les ramener à une môme 
r^omme 



On a, en effet, en différentiant par rapport à la variable x, 



dr 


x' X 


r 
dx 

■r) 


I 


ôx 


x' 


X 


dx 

d\ 

dx 


> 

r 

yi m'{x' — 


/•» 





On a de môme, en différentiant par rapport aux variables/ 
et 2. 



d\ Y m' {y' — y ) 
dy 2d r» ' 


d\ yi m' 

dz ^ 




^n en déduit les égalités 






(3) X f , Y 

dx 


ày 





-Ainsi les composantes de la force électrique produite au 
P^înt P par Tensemble des corps électrisés sont les dérivées 
P^t^tielles, prises en signes contraires, d'une certaine fonction 
"^s coordonnées du point P. Cette fonction V est ce qu'on 
^E^tielle le potentiel au point P des masses électriques don- 

Surfaces de niveau. 

ï^65. On appelle surface de niveau le lieu des points pour 
^^^cjuels le potentiel V a une môme valeur. Par le point P 
P^^se une surface de niveau, et une seule, et il est facile de 
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voir que la force qui s'exerce en ce point est normale à la sur- 
face de niveau. On sait, en effet, que la normale à celte surface 
au point P fait avec les axes des coordonnées des angles dont 
les cosinus sont proportionnels aux dérivées partielles 

dV ÔV dV 
ôx dv dz 

et par conséquent proportionnels aux composantes X, Y, Z d^ 
la force. On en conclut que la force est dirigée suivant la nor — 
maie à la surface. 

Soit dn la portion de normale comprise entre deux surface s 
de niveau infiniment voisines V et V H-<iV, et supposons qa^ 
Taxe des x coïncide avec la normale; on a 

an 

Ainsi la force qui s'exerce en un point P est égale à la dérivée 
du potentiel par rapport à la normale à la surface de niveau 
passant par le point P, et celte force est dirigée du côté \qts 
lequel le potentiel diminue. 

On appelle ligne de force une ligne normale en chacun de 
ses points à la surface de niveau qui passe en ce point, ou, 
ce qui est la même chose, une ligne telle que la tangente en 
chacun de ses points soit dirigée suivant la force qui agit en 
ce point. Les lignes de force sont les lignes orthogonales aux 
surfaces de niveau. Dans la formule précédente, dn désigne 
un élément d'une ligne de force. 



Potentiel d'une couche sphéricpie homogène. 

166. Considérons une couche homogène comprise entre 
deux sphères de rayons a et a-\-da, ayant même centre 0; 
appelons p la distance OP, 6 l'angle que fait avec la droite OP 
le rayon qui va du centre h un point quelconque M de la 
couche, et ^ l'angle que fait le plan POM avec un plan fixe 
passant par OP. L'élément de volume ayant pour expression 

^c =: a} sin da db do. 
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si Ton désigne par k la densité de rélectricité libre, on aura 

m' = k rfi' = Âa' sin ^a dd d^, 
et, par suite, 

xr I ,^ r' r'^sinO ,^ . , ,, r'siner/O 

3 6 la relation 

/•*n=a*-f- p* — 2rtp cosO 

>in déduit 

rdr^=iap sinOrfô; 

î Ton remplace la variable par la variable r, il vient 

Ci T ka da 



V = 



!/... 



P 

Il y a ici deux cas à distinpruer, suivant que le point P est 
^ l'extérieur de la couche sphérique ou à l'intérieur de la 
sphère a. Dans le premier cas, les limites de l'intégration sont 
? — a et p -h a, et l'on a 



L 



drz^'xa. V = = — > 

P P 



en désignant par M la masse de la couche. Le potentiel de la 
couche sphérique, agissant sur un point extérieur, est le 
même que si la masse de la couche était concentrée en son 
centre. Dans le second cas, les limites sont a — p et a -h p, et 
l'on a 

/ dr^=r.'XQ^ \ ^!\Tzkada^:i—" 
1 a 



*^ rt— ? 



Le potentiel de la couche sphérique, agissant sur un point 
intérieur P, est constant, c'est-à-dire indépendant de la posi- 
tion du point P; on en déduit que la force est nulle. 

Pour une sphère composée de couches concentriques ho- 
mogènes, le potentiel en un point extérieur P, situé à une 
distance r du centre, est encore le même que si toute la masse 
était concentrée au centre; le potentiel et la force ont pour 
expressions 

\ zn — ï V -rr. , 
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et les projections de la force sur des axes passant par le centre 
de la sphère sont 

„ M^ ^ My „ Mz 

A = — 5- j I — — r- J /j — — ^ • 

»»<» r«<J ■•<» 

Considérons maintenant une sphère homogène de rayon a^ 
agissant sur un point P situé dans la sphère même et à un^ 
distance p du centre; on peut regarder la sphère comme com — 
posée de couches homogènes concentriques. Les couches doa i: 
le rayon est moindre que p, agissant sur un point extérieur P , 
donnent un potentiel égal à 



fa^ da =2 



O.' 



celles dont le rayon est plus grand que p, agissant sur un point 
intérieur, donnent un potentiel égal à 



(\T.k j ada-=i2Tzk{a^ — p*). 



p 
Le potentiel de la sphère entière est donc 



.^(«'--0. 



Si Ton veut calculer l'action de cette sphère sur le point P> 
on remarquera que les couches dont le rayon est supérieur 
à p n'exercent aucune action sur le point P, et que les couches 
dont le rayon est inférieur à p agissent comme si elles étaient 
concentrées au centre 0; la résultante est une force égale ^ 

dirigée suivant la droite OP; ses projections sur des axes pas- 
sant par le point sont 



4 



4 , . . 4 



on voit qu'elles sont égales et de signes contraires aux dérivées 
partielles du potentiel. 
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Cas OÙ le point attiré est situé à rintérieur de la masse agissante. 

167. On a supposé plus haut que rélectricité est répandue 
d'une manière continue dans les corps électrisés, et repré- 
senté la quantité d'électricité libre m' contenue dans le vo- 
lume dv par kdv, en désignant par k la densité électrique 
clans cet élément de volume. Les sommes qui expriment le 
potentiel et les composantes de l'action électrique deviennent 
alors des intégrales défmies s'étendant aux volumes des corps 
électrisés. Tant que le point P est à Textérieur des corps élec- 
trisés, la distance r de chacune des masses agissantes m' à ce 
point P étant différente de zéro, les sommes ont des valeurs 
parfaitement déterminées; ce sont des fonctions continues 
des coordonnées du point P, satisfaisant aux relations (3). 
Mais, lorsque le point P est situé à l'intérieur de l'un des 
corps électrisés, la distance à ce point des masses électriques 
voisines devenant infiniment petite, il y a lieu d'examiner si 
tes intégrales conservent toujours des valeurs finies et déter- 
ïninées, en d'autres termes si l'hypothèse de la distribution 
continue de l'électricité est permise. 

Imaginons une sphère décrite du point P comme centre 

Fig. 46. 




*^Gc un rayon égal à l'unité et considérons le cône qui a pour 
^^nimet le point P et pour base un élément ^a> de la surface 
^^ cette sphère; deux sphères décrites du point P comme 
^^nire, avec des rayons r et r-\-dry découpent dans le cône 
^^ élément de volume dv ■=. r^duidr; la quantité d'électricité 
"bre m'y contenue dans cet élément de volume, est X r' t/w dr\ 
^^ densité k étant elle-même une fonction des coordonnées. 
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Concevons une surface fermée el convexe très petite Sj enve- 
loppant le point P {fig. 46), et appelons p et R les distances 
du point P aux points où un rayon mené par le point P ren- 
contre la surface Si et la surface extérieure S du corps élec- 
trisé dans lequel est situé le point P. Le potentiel en P de la 
quantité d'électricité située dans le volume compris entre les 
deux surfaces S et Sj est 

Quand la surface Si diminue indéfiniment, c'est-à-dic*e 
quand le rayon p tend vers zéro, l'intégrale simple 

R 

kr dr 

p 

tendant vers une limite déterminée, 

R 

kr dr, 



f 



£ 



l'intégrale triple tend elle-même vers une limite déterminé^» 

J^R 
f krdr; 


c'est ce qu'on appellera le potentiel au point P de la mass« 
entière enveloppée par la surface S. 

Si l'on désigne par a, p, ^ les cosinus des angles que ïdLit 
le rayon R mené par le point P avec les axes des cooi'- 
données, les sommes des projections sur ces axes des attrac- 
tions exercées sur le point P par les masses électriques com- 
prises entre les deux surfaces S et Si ont pour expression 

R 



""2 72^ =""2*'^'*'/ ^'^''' 



? 

R 



■^^=-^?d.f kdr, 



P 

R 



27r=-2'^'^'V '^'^'' 
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5S tendent aussi vers des limites finies et déterminées, 

..R 



\ — — \^oL(iu}f hdr. 



•• 
R 



Y:= — Vp^/wT kdr. 



u 
R 



Z = — y^du>f kdr, 

land la surface S, diminue indéfiniment. Ce sont les compo- 
ntes de Faction exercée sur le point P par la masse entière 
Teloppée par la surface S. 

168. Si l'on appelle V, le potentiel au point P de la masse 
Teloppée par la surface S,, V, le potentiel de la masse com- 
ise entre les deux surfaces S, et S, et de même X,, Y,, Z, 
> composantes de Taction de la première masse sur h» 
înt P, Xj, Yj, Z, celles de Faction de la seconde masse sur 
môme point, on a 

i zzzV ^0) f kr di\ Vj — y ^/a> r kr dr, V = V^ -h Vj, 
=-^adu> f kdr, \^ — —^ndi^Ç kdr, X=:Xi-hXj, 



La masse agissante qui environne le point P n'introduit dans 
» intégrales V, X, Y, Z, malgré la petitesse de la distance /•, 
e des quantités infiniment petites. Car, si l'on regarde p 
ixime une quantité infiniment petite du premier ordre, on 
unarqueque la masse agissante enveloppée parla surface S,, 
qui est une quantité infiniment petite du troisième ordre, 
Produit dans le potentiel une quantité infiniment petite Vj du 
cond ordre et dans les composantes de la force des quan- 
és infiniment petites X,, \\, Zi, (jui sont au moins du prê- 
ter ordre. 
On déduit de là que le potentiel V, ainsi que les compo- 
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santés X, Y, Z de la force, représentés par les formules (4) 
et (5), sont des fonctions continues de la position du point P. 
Considérons en effet un point P' voisin du point P, et situé 
comme lui à Tintérieur de la surface Si ; désignons par V, 
le potentiel au point P' de la masse enveloppée par la sur- 
face Si et par V, le potentiel au môme point de la masse com- 
prise entre les deux surfaces Si et S ; on a 

v'-v = (v;-vo4-(V', -Vi). 

On peut prendre la surface Si assez petite pour que le po- 
tentiel de la masse enveloppée par cette surface en un point, 

intérieur quelconque soit moindre qu'une quantité donnée — 

D*autre part, le potentiel Vj de la masse comprise entre les 
surfaces S et Si en un point extérieur à cette masse étant uae 
fonction continue de la position de ce point, on peut assigner 
une distance telle que pour tous les points P' situés à une dis- 
tance moindre de P, la différence Vj — Y, soit plus petite 

que -; pour tous ces points, la différence V' — V sera donc 

moindre que la quantité donnée £. On en conclut que le po- 
tentiel V est une fonction continue des coordonnées j;, /, 5 d u 
point P, même (juand ce point est situé à Tintérieur de la masse 
agissante. On démontrerait de la même manière que les com- 
posantes X, Y, Z de la force jouissent de la même propriété. 

169. 11 nous reste à faire voir que les composantes de la 
force sont encore égales et de signes contraires aux dérivées 
partielles du potentiel. 

Le point P étant extérieur à la masse comprise entre les 
surfaces S et Si, les dérivées partielles du potentiel V, sont 
égales aux composantes X2, Yj, Zj de Faction exercée par cette 
masse sur le point P; on a donc, en désignant par e' une quan- 
tité qui s'évanouit avec 0^, 

De l'éffalité 1'^'' 



O' 



v'-v = (v;-v,) + (v;-Vi), 
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on déduit 



v'-v_ , , , y. - y. 

G.r o.r 



et, par suite. 



^^ ^= — \ -^ Al -T- Ê H- ;^ • 

Nous allons prouver que le dernier ra[)porl tend vers zéro. 

Supposons que la surface S, soit une sphère décrite du 
point P comme centre avec le rayon p; les valeurs Vi et \\ du 
potentiel de la masse intérieure en P et P', étant des quantités 
petites du second ordre par rapport au rayon p, peuvent être 
représentées par jjip* et [x'p*, [x et [x' étant des ({uantités finies. 
La distance PP', plus petite que p, peut ôtro représentée par 
^P, 6 étant un nombre i\\e inférieur à Tunité; en désignant 
par a' le cosinus de Tangle qu'elle fait avec Taxe des x, sa pro- 
jection 8j7 sur cet axe sera a' 6p. Il en résulte que le rapport 

\V-V,^(;x'-îi.)p 

est une quantité infiniment petite. D'autre part, la compo- 
sante Xi de l'action de la masse intérieure est aussi une 

<iuantité infiniment petite. On en conclut que le rapport 

V' — V 

— :? tend vers une limite égale à —X, quand p tend vers 

zéro, c'est-à-dire que la fonction potentiel V a une dérivée 
partielle par rapport à j?, et que cette dérivée est égale et de 
signe contraire à la composante X de la force. 

Ainsi les propriétés du potentiel subsistent quand le point P 
esta l'intérieur de l'un des corps électrisés; cette fonction 
^es coordonnées ûc, j, z du point P reste finie et continue et 
^s dérivées partielles sont encore égales et de signes con- 
traires aux composantes de la force. 

Propagation de la force. 

170. Supposons qu'une masse électrique //* soit placée en O 
^•/^^- 47)- Considérons la sphère décrite du point comme 
^^ntre avec un rayon égal à r et imaginons que sur la surface 

B. — Chaleur, i3 
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de cette sphère soit répandue une couche uniforme et infini- 
ment mince d'électricité positive, de manière que chaque* 
unité de surface en contienne une quantité égale à Tunitè^ 
La cône infiniment petit dui découpe sur la surface de cette? 
sphère un élément d<j égal à r^dui, et sur lequel on suppose? 
répandue une quantité d<s d'électricité positive. La force élec-:- 

trique (n<* 163) F =-^ exercée par la masse m en un point ï^ 

de rélément da est dirigée suivant le prolongement de \^ 
droite OP, ou au contraire de P vers 0, suivant que la masse 




électrique m est positive ou négative. La force ¥d<s exercée 
par la masse m sur l'élément da aura môme direction et 
même sens, et Ton dira que l'élément de surface da est tra- 
versé par une quantité de force égale à F<i(j, dans le sens de 
la force. Cette quantité de force F<ia, étant égale à mdai, est 
indépendante de la distance /•; on dira que dans le cône û^wse 
propage une quantité de force constante égale à m dvD. Celle 
propagation de la force se fait dans le sens OP, c'est-à-dire eu 
s'éloignant du sommet, si la masse électrique m est positive, 
ou au contraire en se rapprochant du sommet si la masse m est 
négative. Elle est analogue à la propagation de la chaleur ou 
de la lumière par ondes sphériques émanant d'un centre 
d'émission, ou au contraire convergeant vers un centre d'ab- 
sorption. 11 en résulte que la quantité de force dégagée ou 
absorbée par la masse électrique m dans toutes les directions 
est égale à ^izm, 

171. Considérons maintenant une surface S quelconque 

y. 48). Le cône t/w découpe sur cette surface un élément 

menons la normale PH en un point P de cet élément e' 
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désignons par i l'angle qu'elle fait avec la force électrique F 
exercée par la masse m au point P. Le cône dta découpe sur 
la sphère de rayon OP un élément d^', La quantité de force 
qui traverse Téiénient dszizab est égale à celle qui traverse 
l'élément d's'=ia' b\ ou qui se propage dans le cône dia; comme 

on a 

, m fil' m d'3 Ci\< i — , 
m dta =- T— :=:- r 1=1 F «7. COSI, 

,.1 ^1 

cette quantité de force est égale à la projection sur la nor- 
male PH de la force Fdi qui agit sur l'élément di. 



Fig. '|8. 



"a 



h' ^" ' ^'"^r 




Supposons actuellement qu'il y ait plusieurs masses agis- 
santes m, m'y rn, ..., ilistribuées d'une manière i|uelconque 
dans l'espace. La sonmie algébrique des quantités de force qui 
traversent l'élément de surface di est égale à la somme algé- 
brique des projections sur la normale PII à cet élément des 
forces telles que ¥ ds qui agissent sur lui, ou à la projection 
de leur résultante. Mais on sait que la somme des projections 
sur un axe quelconque pris pour axe des x- des actions exer- 
cées par un système de masses électriques sur une masse -m 
placée en P, ou la projection de la force électrique du sys- 

^ème, est égale à r-:' ^^ ''^"^ suppose l'axe dirigé suivant 

'^ normale PH à l'élément di, et si l'on désigne par dn un 
^*'ément PP' de cette normale, la somme des projections des 

f d\ 

*^rces F sur la normale PII est égale à r- » et celle des 

dn 

'^rces Frfî à 
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Telle est l'expression analytique de la somme algébrique des 
quantités de force qui traversent l'élément de surface d^. 



Théorèmes généraux. 



Théorème I. 

172. La somme algébrique des quantités de force qui tra- 
versent la surface qui enveloppe un volume est égale à la 
somme algébrique des masses agissantes situées dans ce volume 
m u Itip liée par ^iz. 

Nous regarderons les quantités de force qui sortent du vo- 
lume comme positives, celles qui entrent comme négatives. 

Considérons d'abord le cas où il n'y a qu'une masse agis- 
sante m et supposons la surface convexe. 

Lorsque la masse m est située à l'intérieur (fig. 49), chaque 
cône infiniment petit e/w, ayant pour sommet le point m, dé- 
coupe sur la surface un élément ab que traverse une quantité 
de force égale en grandeur et on signe à mdoj; la somme des 



Fig. 49. 



Fig. 5o. 




m 




quantités de force qui traversent la surface entière est égale 
à ^Tzm, Quand la masse m est située à l'extérieur {fig. 5o), un 
cône dui découpe sur la surface deux éléments ab et a'b'; pa^ 
le premier entre une quantité de force égale à mdia, parle 
second sort une quantité égale, ou inversement; la somm^ 
algébrique de ces deux quantités égales et de signes con- 
traires étant égale à zéro, la somme algébrique des quanlilé'^ 
de force qui traversent la surface entière est égale à zéro. 

Ces résultats sont vrais, quelle que soit la forme de la sur- 
face. Lorsque la masse m est à l'intérieur, un cône d(ù peul^ 
découper sur la surface un nombre impair d'éléments, p^^' 
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nple trois éléments ab, a^h\ a^ b" (./7^^5I), qui sont tra- 
és par la même quantité de force m do); si la niasse m est 
tive, celte quantité sort par le premier, rentre par le second 
)rt par le troisième; la somme algébrique des quantités de 
e qui traversent ces trois éléments est égale à mdtù, ce qui 
ne toujours pour la surface entière ^r.m. Quand la masse 
st située à l'extérieur, le cône découpe sur la surface un 
ibre pair d'éléments, par exemple quatre éléments ab, 

Fig. 5i. Fig. 1)2. 





m a 



a" b\ a"' b"' {fig. Sa), qui sont traversés par la même 
ntité de force m dm; si la masse m est positive, cette quan- 
entrc parle premier, sort par le second, rentre parle troi- 
le et sort parle quatrième; la somme algébrique est nulle, 
apposons maintenant qu'il y ait un nombre quelconque de 
ses agissantes m, m', m\ . . ., placées les unes à l'inté- 
r, les autres à l'extérieur. Cbacune de ces dernières donne 
somme nulle; chacune des premières donne une somme 
e à la masse elle-même, multipliée par 4^. La somme al- 
ique de toutes les quantités de force qui traversent la 
ace est donc égale à la somme algébrique des masses inté- 
res multipliée par 4iï. 

enons la normale à chaque élément di de la surface vers 
érieur. D'après la formule (G), la somme algébrique des 
ntités de force qui traversent cet élément étant égale à 

j- di, la somme algébrique des quantités de force qui tra- 

ent la surface entière est — ^ -j- d^. Si donc on désigne 

^Ê^ dn 

M la somme algébrique des masses intérieures, on a 
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i73. Corollaire. — Le potentiel n'a ni maximum ni mini- 
mum en dehors des masses agissantes. 

Du point P comme centre avec un rayon très petit, décri- 
vons une sphère. Si le potentiel avait en P une valeur maxi- 
mum, c'est-à-dire décroissait quand on s'éloigne du point P 
dans certaines directions sans croître dans aucune, la dérivée 

dW 

-r- aurait une valeur négative, ou nulle en tous les points de 

la surface de la sphère, et par conséquent le premier membre 
de réquation (7) aurait une valeur positive; il y aurait enP 
une masse agissante positive. On verrait de môme que, si le 
potentiel avaij en P une valeur minimum, il y aurait en ce 
point une masse agissante négative. 

Théorème II (Chasles). 

ilk, La quantité de force qui se propage dans un canal 
orthogonal aux surf aces de niveau qui ne contiennent aucune 
masse agissante est constante. 

Soient ab et a' b' les sections du canal par deux surfaces de 
niveau V et V ( fig, 53). Appliquons le théorème I au volume 

Fig. 53. 




enveloppé par la surface latérale du canal et les deux portions 
ab^ a' b' des surfaces de niveau. 

Ce volume ne comprenant par hypothèse aucune masse 
agissante, la somme algébrique des quantités de force qui tra- 
versent sa surface est nulle. Si Ton considère un élément de 
la surface latérale du canal, la résultante des forces qui agissent 
sur lui étant tangente à cette surface, sa projection sur la nor- 
male à l'élément est nulle, et, par conséquent, la quantité d^ 
force qui le traverse est nulle (n<» 171). Ainsi la quanlitéd^' 
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force qui traverse la surface latérale du canal est nulle. La 
somme totale étant nulle, on en conclut que les quantités de 
force qui traversent les deux sections ab et a'b' sont égales et 
de signes contraires, c'est-à-dire que la quantité de force qui 
entre dans le volume par Tune des sections est égale à celle 
qui en sort par l'autre. 

Si le potentiel décroît de V à V, la propagation de la force 
se fait de a vers a*\ la même quantité de force traverse les 
deux sections ab^ a' b\ dans le sens de la flèche. On peut 
énoncer ce résultat en disant que dans tout tube orthogonal 
aux surfaces de niveau se propage vm flux de force, qui con- 
serve une valeur constante, tant que le tube ne rencontre au- 
cune masse agissante. 

Théorème III (Poisson). 
173. La valeur de la fonction 

d^\ d^\^ <r'\^ 

en un point quelconque P est é^ale à la densité électrique en 
ce point multipliée par — .\tz. 

Pour démontrer ce théorème, nous nous servirons d'une for- 
mule connue sous le nom de formule de Green, Soient U et V 
fleux fonctions finies et continues i\o .r, v, z dans un certain 
volume, et posons, pour abréger. 



Al: 



(M^ ^ OH] ^ (>UJ 
ôjc^ ^ ôy' "' àz* ' 

~" àt* dy* ^ ôz^ 

Si l'on appelle dv un élément du volume, d^ un élément de 
la surface qui l'enveloppe, dn un élément de la normale à cet 
élément de surface vers l'extérieur, on a 

2(UAV-V.U,.,.=2(4I-^f>-^ 

la première somme s'étend au volume considéré, la seconde 
à la surface S qui ren\eloppe. 
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On a d'abord 






ôx Ox j 



Appelons d^ un élément de surface, «, p et y les cosinus des 
angles que fait avec les axes la normale comptée vers Texte- 
rieur. Considérons un cylindre infiniment mince parallèle à 
Taxe des a?, de section t/w ( fig, 54), qui découpe sur la surface 

Fit?. 54. 








'M 



en deux points dont les abscisses sont x^ et x^ des éléments 
de surface d^y^ et d^^, et où les normales font avec l'axe des x 
des angles dont les cosinus sont «i et «g; on a 

diii ■=. — «1 d^i = «j d^'i. 

En étendant l'expression précédente au volume total, il 
vient 



2(-0-vS^O--2;-/'^ 






âx 



=2:[("S-v?,)--("s-vSH 
=i[("£-vS)...-.-(<-^S),'-'-] 



dV 



dV 



■n^°i-\.r 



adi. 
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Les autres coordonnées donneront de même 

outant les trois équations membre à membre, il vient 




;UAV-VAU)./.=:X - - - ( Id,. 



(>U c^U (}U \ 



D'autre part, la variation de la fonction V sur rélémeut dn 
) normale est 

dW ■=. -r- dx -:- — dy -\- --- dz^ 
àx ôy ' ôz 



ou 



^\ _ d\ dx ^ ô\ dy (^y(J±_ <>V ^ <>V g (}V ^ 
dn dx (in ' d*/ dn ' dz dn ôx ôy* ôz '* 

La fonction U donnerait une expression analogue; en sub- 
ituant, on obtient la formule de Green 

2;(i.iv-Vi,,).,.=V(u^Y_vf)*. 

Le premier membre est une intégrale triple s'étendant à un 
lume quelconque, le second membre une intégrale double 
ïtendant à la surface qui enveloppe ce volume. 

176. Corollaire. — Si U et V sont des fonctions continues 
X et j, et si Ton pose 



~ dx* à y* 



a de même 



^(UAV-ViU,rf.=2:('-'E-^s)*- 
Le premier membre est une intégrale double s'étendant à 
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une aire plane quelconque w, le second membre est une inté- 
grale simple s*élenclanl au contours de celle aire. 

177. Supposons que la fonclion U soil une constante et 
que la fonction V soil le potentiel d'un système de masses 
électriques; la formule de Green se réduit à 

Mais, en vertu de l'équation (7), la dernière somme est égale 
à — 4^^^, M étant la quantité d'électricité située dans le vo- 
lume, ou à — ^r.^^kdv] on a donc, pour un volume quel- 
conque, 

2(AV-h47:A-)rfr^o. 

Appliquons maintenant cette expression à un volume infini- 
ment petit en un point P; on aura, en ce point, 

ou 

(8) AV^— 47r/;. 

178. Remarque. — Lorsque le point P est situé en dehors 
des masses agissantes, la densité électrique k étant nulle en 
ce point, la fonction AV est elle-même nulle. Ainsi la fonc- 
tion AV est nulle dans tout l'espace extérieur aux masses agis- 
santes. C'est ce qu'il est facile de vérifier directement; en diffé- 
rentiant une seconde fois par rapport à x l'expression 









dx 


=>; 


m' {x' — x) 
,.3 


trouvée au n*» 


163, 


on a 




• 


dx-" 


=7A- 


I 


3-' 


— X 

r* 


t)-ï.-' 


et, par suite. 











(a^-xy 
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Mais, quand le point V est à Tinlérieur des niasses agissantes, 
la distance /* des masses voisines est infiniment petite. On ne 

peut plus différenlier sous le signe ^ et la fonction AV n'est 

plus nulle. 



Équilibre électrique dans un système de corps parfaitement 

conducteurs. 



Théorème IV. 

179. // ny a pas d'électricité libre à l'intérieur des corps 
conducteurs. 

Un corps bon conducteur est un corps qui n'oppose aucune 
résistance au mouvement de l'électricité. Considérons un sys- 
tème formé de masses électriques isolées et de corps conduc- 
teurs chargés de quantités électriques données. Appelons V 
le potentiel de tout le système en un point V quelconqiie. 
Pour l'équilibre électrique, il est nécessaire et il suffit que le 
potentiel ait une valeur constante à l'intérieur de chacun des 
corps conducteurs; car si le potentiel avait une valeur variable 
dans l'un d'eux, une masse m d'électricité libre située dans le 

dV 
corps serait sollicitée par une force égale à — '^*;/~"' ^^ ^^' 

mouvrait dans la direction de cette force. D'autre part, les 
deux quantités -h m et — m d'électricités contraires, qui 
forment une masse infiniment petite de fiuide neutre, étant 
sollicitées par deux forces égales et contraires, se mou- 
vraient en sens opposés, et le fluide neutre serait décomposé. 
Ainsi le potentiel de tout le système doit avoir une valeur 
constante Vi dans l'un des conducteurs, une autre valeur con- 
stante Vj dans un second, etc. Il est évident, d'ailleurs, que 
cette condition est suffisante. Le potentiel est variable dans 
l'espace isolant qui sépare les corps les uns des autres. 
Le potentiel ayant une valeur constante dans chacun des 

1 . 11-' -^ dW dV ôY 

corps conducteurs, les dérivées premières -r— ) ^ -? -r- sont 

ôx ÔY ôz 

nulles en tous les points du corps, il en est de même des dé- 
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d^y d^\ d^y 

rivées secondes -ç—ry -t-t > -7-,- • Ainsi, dans chacun des corps, 

ojc"^ ay^ ôz^ ^ 

on a 

AV - o; 

on en conclut, d'après la relation (8), que la densité k de 
rélectricilé libre à Tinlérieur des corps est nulle, et, par con- 
séquent, qu'il n'y a pas d'électricité libre à l'intérieur des 
corps conducteurs. Il résulte de là que, pour les corps parfai- 
tement conducteurs, l'agent électrique, quelle que soit sa na- 
ture, réside à la surface même des corps. On se figure l'élec- 
tricité libre comme une couche infiniment mince répandue à 
la surface du corps conducteur. 

180. Remarque, — De la loi de Coulomb nous avons déduit 
que l'agent électrique n'existe qu'à la surface des corps coo- 
ducteurs; on pourrait, au contraire, partir de cette dernière 
loi, considérée comme établie par l'expérience, et en déduire 
la loi des attractions et répulsions électriques. 

Soit — mm'cp (r) l'action mutuelle de deux masses électriques 
infiniment petites m et m', La résultante des actions exercées 
par un système de masses électriques données m'y m\ ..., sur 
une masse -h i placée en P, aura pour projections 



x=-2'w'<p('-) 



x' — X 



y 



Si l'on désigne par/(/) une fonction dont la dérivée est égale 
à — cp(r), on verra, comme au n" 164-, que ces composantes de 
la force sont égales et de signes contraires aux dérivées par- 
tielles de la fonction potentiel 

V=2«t'/(r). 

Cherchons le potentiel d'une couche sphérique homogène. 
En répétant le calcul du n<» 166, on trouve 



9. TT ka da 



fr/ir) dr. 



P 
Représentons par F(r) une fonction dont la dérivée est 
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rf{r). Si le point P est à rintérieiir de la couche sphériqiie 

ona 

V(a -h p ' - - F(^ p) 



V "-21: ka da 



? 



Supposons qu'une sphère pleine, en métal bon conducteur 
et d'un rayon a, soit électrisée. Nous admettons que réiectricilé 
n'existe qu*à la surface de la sphère, où elle forme une couche 
infiniment mince et homogène à cause de la symétrie; Taetion 
(le cette couche sur un point intérieur V étant nulle, il est 
nécessaire que la quantité 

F ( rt -T- .s ) ■ - F (a p ) 

? 

soit indépendante de p, quel (lue soit le ra^on a de la sphère. 
Cette quantité, développée suivant his puissances croissantes 
de p, devient 

P ^ 

Le premier membre étant indépendant de p,tous les termes 
du développement sont nuls, à partir du premier; la fonction 
P''(a), ou la fonction ¥"{/'), est donc une constante A. On en 
^léduit que la fonction F'(''), qui est égale à rf{r), est de 
la forme kr -h B, B étant une nouvelle constante. On a ainsi 

/(/•)-A-h5, ./•■('•)--■- " 
c'est-à-dire 

On retrouve la loi du carré des distances. 

TllÊORËME V. 



7«' 



181. La densité de la couche électrique répandue à la sur- 
/'ace d*un corps conducteur est en chaque point égale à la 
Jnrce qui agit en ce points divisée par !\t.. 

Nous savons que, dans tout système électrique en équilibre, 



'^06 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE 1. 

le potentiel a une valeur constante à rintérieur de chaque 
corps conducteur. La surface S d'un corps conducteur est 
donc une surface de niveau, et Ton imagine que sur ceue 
surface est répandue à Textérieur une couche électrique infi- 
niment mince, comprise entre la surface S du corps et une sur- 
face S' infiniment voisine (/z^'. o5). Soient d^ un élément ab 

Fî{î. 55. 




de la surface S; £ l'épaisseur aa' de la couche en ce point; la 
quantité d'électricité libre répandue sur cet élément de sur- 
face est kz d<j. Comme on ne peut pas évaluer l'épaisseur e, ou 

pose 

kt^^hy d'où ktd(j ~: h d<j. 

Le coefficient h est ce qu'on appelle la densité de la couche 
électrique. 

Les lignes de force menées par les différents points du cou- 
tour de l'élément de surface ab forment un canal qui découpe 
sur une surface de niveau voisine et extérieure S" un élément 
û^y' = a" ^''. Appliquons le théorème 1 au volume enveloppé 
par la surface latérale du canal, l'élément a" b" et une surface 
acb de forme arbitraire située à l'intérieur du corps conduc- 
teur. Nous avons vu (n° 174.) que la quantité de force qui 
traverse la surface latérale du canal orthogonal est nulle. Le 
potentiel ayant une valeur constante dans le corps conduc- 
teur, la force est nulle, et aucune propagation de force n'y 
existe. La quantité de force qui traverse la surface fermée se 
réduit donc à celle qui traverse l'élément a"b" et qui est égale 

dW 

à -T-dfj", D'autre part, la masse électrique comprise dans 

an 

le volume considéré est égale à Âreé/j, ou à h d(s. 
On a donc l'équation 

dY" dV di" 

T- dz" z:^ ^rJi d^ ou r— -,— = 4^^//. 

dn dn dz 
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Gomme on peut supposer la surface S" aussi voisiue que Ton 
veut de la surface extérieure S' de la couche électriipie, le 

rapport --r- est sensiblement égal à Tunité, et Téquation pré- 
cédente devient 
(0) ___ 4,/,„F. 

Le rapport -i—> qui est nul à Tintérieur du corps conduc- 
teur, croît rapidement en valeur absolue du point a au points'; 
c'est sa valeur en a', sur la surface extérieure de la couche, 
c'est-à-dire la force électrique F à Textérieur du conducteur, 
qui entre dans Téquation (9). On peut remarquer que la den- 
sité h en chaque point est positive ou négative, suivant que 
le potentiel décroît ou croît, quand on s'éloigne de la surface 
vers l'extérieur. 

182. Corollaire. — La force qui agit sur chaque élément 
Qbh'a' {Jig- 56) de la couche électrique est nécessairement 



% 



Fig. 56. 
h' „ a 

I 



a 




dirigée vers l'extérieur, sans quoi l'électricité rentrerait dans 
i'intérieur du corps; elle exerce contre l'enveloppe isolante 
Une pression que nous nous proposons de calculer. 

Nous supposerons que la densité h est constante dans le 
Volume abb' a'j ce qui revient à assimiler le lluide électrique 
H un liquide incompressible. 

Partageons ce volume en tranches infmiment minces par 
cies surfaces de niveau ap, a'p'. Si l'on désigne par n la lon- 
gueur de la normale an et par dn son accroissement aa', la 
masse comprise entre les deux surfaces ah et «p est knda; 
celle de la tranche aa' est A dn da. Appliquons le théorème I au 
Volume «6 pa; d'après ce que nous avons dit précédemment, 
la quantité de force qui traverse la surface qui l'enveloppe se 
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réduit à celle qui traverse rélément ap; cette quantité de 

force est égale à 

4 7c kn d(5, 

et la force électrique en ce point a pour valeur 

l\Tzka, 

La force qui agit sur la tranche aa' est 

4 7c kn X k dn da =: iiiz k^ n ci(s dn, 

La force qui agit sur la niasse entière abb'a', et qui produit 
la pression contre le milieu isolant est 

!\T. k^ d(s j ndn:=. 2 ir /:* £* d^ =1 2 ir A* d(s. 

Par unité de surface la pression est 
(10) jy =zz 2 7: A^ i^ -5— F*. 

Ainsi \2i pression électrique est proportionnelle au carré de 
la densité de la couche électrique. 

Théorème VL 

183. Les éléments correspondants de deux couches élec- 
triques placées en regard Vu ne de Vautre contiennent des 
quantités d'électricité égales et de signes contraires. 

Considérons deux corps conducteurs A et B isolés Tun de 

Fig. 57. 




Taulre et placés en regard {fig. 67), de telle sorte que deux 
parties Sj et Sg de leurs surfaces soient comprises dans un 
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iièiue canal orlliogoiial, 110 roiifeiiiiaiit entre les deux couches 
épandues sur Si et Sj aucune autre niasse électrique. Nous 
ppellerous cléments correspondants des deu.r couches les élé- 
lents ^1^1 elr7|/>s, ou ihi et r/jjyeoniprisdans un mèinecanul 
-thogonal inlininienl petit ; imaginons ce canal prolongé d'une 
anière quelconque dans chacun des corps A et H et fermé 
IX deux houts, et appli(|uons encor<» à ce volume le théo- 
fiie l. Aucune quantité de force ne traverse la surface qui 
Mîveloppe; d'ailleurs la masse électrifjue qui y estcontenu(î 
l hid^i -h h^diif //, et /<, désignant les densités sur ^/j| et 
e ; Téq nation se réduit donc à 

/<! d^i 4- //j r/jj ~. o. 

184-. Corollaire. — Supposons que les deux surfacc^s S| et 

soient très voisines Tune de l'autre, et appelons e leur dis- 

^ceûTirt,. Les éléments ^/^i et d'j^ étant sensihiement égaux, 

a approximativement //j - - //,. La densité est donnée 

r la relation (9) 

I d\ 



I 



I 



e 



nais, quand on va de /7, à /'/*, la dérivée dirtëre peu de 
'Il a donc la formule approché(* 

\T.e 

însi la densité électrique en clnupie point \arie en raison 
iverse de la distance des deux surfaces. 
Calculons la charge M| : on a approximativenient 

\i — \\»v^^^^i (Vi — V'-.)S, 



M,-y/.,,/.,^ii=:L.^y 



- » 



\' ^^ e \T.e^ 

désignant une valeur moyennes de la distance e. 
Ces considérations peuvent éln^ applicpiées au plateau con- 
»risateur et à la bouteille de Lc^yde. Ordinairement, on fait 
mimuniquer le corps IJ avec le sol; dans ce cas, on a ¥2 = 0, 

les formules précédentes se réduisent à 



\T.e .\T.ex 

H. -- Chaleur. i \ 
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Pour une bouteille de Leyde, la charge est proportionnelle 
au potentiel de Tarniature intérieure. Si la bouteille était pai- 
failo, c'est-à-dire si les deux armatures étaient fermées, les 
(liarges des deux armatures seraient rigoureusement égales 
et de signes contraires. 

TllÉORlîMK VII. 

185. Lorsque le potentiel a une valeur constante sur la sur- 
face qui enveloppe un volume ne contenant aucune masse 
agissante, il est constant dans tout ce volume. 

Car s'il variait, comme il conserve une valeur finie et qu'il 
reprend la même valeur en tous les points de la surface, il au- 
rait à l'intérieur un maximum ou un minimum, ce qui est im- 
possible (n** 173). 

186. Corollaire. — Lorsqu'un corps conducteur présente 
des cavités ne renfermant aucune masse agissante, toute l'é- 
lectricité libre se porte â la sur/ace extérieure du corps, 
comme s'il était plein. 

Le potentiel a une valeur constante Vi dans le corps con- 
ducteur; d'après le raisonnement précédent, il a aussi celle 
uième valeur constante dans chaque cavité. En un point de la 
surface d'une cavité, la force est nulle et, par conséquent, la 
densité électrique h est nulle (n** 181 ). Ainsi, il n'y a pas d'é- 
lectricité libre à la surface de la cavité; toute l'électricité 
libre se porte à la surface extérieure du corps, qui se com- 
porte comme s'il élait plein. 

Théorème YIII. 

187. Lorsque le potentiel a une valeur constante Vj sur une 
surface fermée S enveloppant toutes les masses agissantes, il 
varie entre Vi et zéro à l'extérieur. 

Supposons, pour fixer les idées, que la valeur Vj soit posi- 
tive. Nous remarquons d'abord que le potentiel conserve une 
valeur positive à l'extérieur de la surface S, car s'il était né- 
gatif en certains points, comme il tend vers zéro, d'après sa 
définition même (n** Wi), quand le point P s'éloigne à l'infini, 
il aurait un minimum, ce qui est impossible. Nous remarquons 
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ensuite qu'il ne peut acquérir de valeurs supérieures à Vi, car 
alors il présenterait un maximum. 

11 est impossible qu'en un jmint extérieur l* le potentiel 
ait la valeur Vf Sur chaque droite allant du point P à la surface 
S, le potentiel pourrait conserverai vaNMU' constante V\; sur 
les droites qui, partant du point l\ vont à Tinfini sans rencon- 
trer la surface S, il pourrait 4onserv(M- la valeur conslante V, 
sur une certaine longueur W\ pour diminuer ensuite vers 
zéro; le point P' se comporterait alors connue un maximum. 

De même, il est impossible qu'en un point extérieur V le 
potentiel ait la valeur zéro. Sur chaque droite parlant du point 
P et allant à l'infini sans rencontrer la surface S, il pourrait 
conserver la valeur zéro. Sur les droites allant du point P à la 
surface S, il pourrait conserver la valeur zéro sur une certaine» 
longueur PJ*', pour croître ensuite et devenir é^^l à \i; le 
|)oint P' se comporterait alors comme un minimiun. 

On en conclut que, dans tout l'espace extérieur à la surface 
S, le potentiid a une valeur comprise entre \ i et zéro. 

Il est un cas particulier qu'il est bon de remanpier, c'est ce- 
lui où Vi =o; dans ce cas, le potentiel est éjral à zéro dans 
tout l'espace extérieur. 

188. Corollaire. — La surface S, sur laquelle le potentiel a 
la valeur conslante Vi, est une surface de niveau. Si, parlant 
d'un point quelconque a de celle surface, on s'éloigne de la 
surface sur une normale, la valeur absolue du potentiel com- 
mence par diminuer; on arrivera à un point ^/' où le potentiel 
aura une valeur V, un peu plus pelit<» que \ , en valeur abso- 
lue; le lieu du point a' formera une seconde surface de niveau 
S' enveloppant la première. Partant de cette seconde surface 
et marchant vers l'extérieur, on formera de même une troi- 
sième surface de#iiveau S" enveloppant les deux premières et 
sur laquelle le potentiel aura une valeur VJ, un peu plus pe- 
tite que \\ en valeur absolue. En continuant de la sorte, on 
formera une suite de surfaces de niveau s'enveloppant les unes 
les autres et s'étendant à l'infini. Les lignes de force, qui par- 
lent des dilfcrents points de la surface S, s'éloignent à l'infini, 
ot sur chacune d'elles la valeur absolue du potentiel va en dé- 
croissant et en tendant vers zéi-o. Llles lornuMit (W^ tubes or- 
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ihogonaux dans lesquels la force se propage en s'éloignanlde 
la surface S, ou en s'en rapprochant, suivant que la valeur \, 
(lu potentiel sur cette surface est positive ou négative. 

Théorème IX. 

189. Un système formé de masses électriques fixes données 
et de charges électriques données sur des corps conducteurs 
n'admet qu^un état d'équilibre. 

Considérons d'abord un système formé de corps conduc- 
teurs A, B, C, . . ., isolés et tels que chacun d'eux renferme 
des quantités égales d'électricité positive et d'électricité néga- 
tive; je dis que le seul état d'équilibre est l'état neutre. Ad- 
mettons, en effet, qu'il s'établisse un autre état d'équilibre el 
appelons Vi, V,, V3, ... les valeurs du potentiel dans les diffé- 
rents conducteurs; soit Vjla plus grande valeur. Le potenliel, 
tendant vers zéro quand le point P s'éloigne à l'infini, ne peut 
admettre une valeur plus grande que Vj en aucun point exté- 
rieur, car alors il y aurait un maximum. Quand on s'éloigne 
de la surface du corps A, le potentiel commence donc par di- 
minuer, ou reste constant, et, par conséquent, la densité élec- 
trique h ne peut avoir une valeur négative en aucun point de 
la surface; comme la charge totale est nulle, le corps A est 
donc à l'état neutre. En en faisant abstraction, on démon- 
trera de môme qu'un second corps est à l'état neutre et ainsi 
de suite. 

Étudions maintenant un système quelconque formé de 
masses électriques fixes m, m\ m\ ..., appartenant à des 
corps non conducteurs, et de charges M,, M2, M3, . . ., répan- 
dues sur des corps conducteurs. Nous voulons démontrer qu'il 
n'y a qu'un état d'équilibre; admettons qu'il y en ait deux; 
appelons Ai, h^^ ... les densités des couchées répandues sar 
les corps conducteurs dans le premier état, Aj, A',, ... les 
densités dans le second état. Si Ton change les signes de 
toutes les masses électriques dans le second état, on aura un 
nouvel état d'équilibre — /n, — m' y — m\ ..., — A',, —A',,...; 
ajoutant cet état au premier, on obtiendra un nouvel éte/ 
d'équilibre, dans lequel les masses fixes m et — /w, ni ^' 
— m\ ... se neutralisent, et la densité des diverses coucha 
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ievienl /ii — h\^ /*, — /«!,, . . .; la somme alp:ébriqiie dos quan- 
ilés (l'électricité qui forment chaque couche est nulle. On 
entre alors dans le cas particulier que nous avons étudié d*a- 
)ord; ce nouvel état est Félat neutre, et Ton a h\ = //j, 
û = /fj, .... Ainsi, il n'existe (lu'un étal d'équilibre. 

TllÉORfeNK \. 

190. Lorsque, dans un système électrisé en ér/uiiibre, un 
*orps conducteur enK^eloppe diverses masses électriques, la 
oninie algébrique des quantités d'électricité situées à rinté- 
ieur et sur la sur/ace interne du corps est nulle. 

Soient m», m'i, m",,... les masses électriques situées à 
intérieur du corps conducteur enveloppant A (/ig.oS); sur 



Fig. 58. 
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i surface interne S, du corps A est répandue une couche Mi, 
IV la surface externe S2 une couche M^, el il y a en outre à 
'Xtérieur des masses électriques nti, m\, m".,, .... Imaginons 
le surface fermée S dans le corps lui-même, c'est-à-dire 
tre sa surface interne S, et sa surface externe S2; la quan- 
ô de force qui traverse cette surface est nulle, et, par con- 
tai uent, d'après le théorème J, la somme algébrique des 
^sses électriques qu'elle enveloppe est nulle; on a donc 

AI| -h /7/| -h ni\ -4- ffl'\ - . . . z=r o. 

ï-.es masses /;/i, m\, ... peuvent appartenir à des corps 
buvais conducteurs, ou bien être les couches répandues sur 
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dos corps conducteurs éleclrisés, séparés les uns des autres el 
de la surface interne du corps A par un milieu isolant. 

Corollaire, — Supposons que le corps A ait été primitive- 
ment à rétat neutre; il sera électrisé par influence, et la 
somme algébrique M, h- Mj des quantités d'électricité libre 
développées sur ce corps sera nulle; on aura donc 

On trouve ainsi la loi de Faraday : La quantité d'électricité 
induite sur un corps conducteur enveloppant est égale à la 
quantité inductrice. 

Théorème \î. 

191. Lorsque, dans un système électrisé en équilibre, vu 
corps conducteur enveloppe diverses niasses électriques : i^ la 
couche répandue sur la surface interne du corps et les masses 
électriques situées à l'intérieur forment un système partiel en 
équilibre et sans action à V ex ter leur; 2^ la couche répandue 
sur la surface externe du corps et les masses électriques si- 
tuées à l'extérieur forment un second système partiel en équi- 
libre et sans action à l'intérieur. 

Conservons les mêmes notations que dans le théorème pré- 
cédent. 1° Faisons d'abord abstraction de la couche Mj et des 
masses extérieures m^, m\, . . ., et supposons que le corps A 
communique avec le sol; la couche Mi, répandue sur la sur- 
face interne Sj, ayant une valeur déterminée 

M, :-:- — (/'^ H- tn\ -f- nï\ -h . . .), 

restera sur cette surface et s'y distribuera de manière à for- 
mer avec les masses intérieures m,, m\, m\y ... un système 
en équilibre, dont le potentiel aura dans le corps A et, pj»'' 
suite, dans tout l'espace extérieur, la valeur zéro (n° 187). ^^ 
l'on supprime la communication avec le sol, cet état d'équi- 
libre subsistera. 

9.° Supposons maintenant que le corps soit plein; la couche 
interne Qi et les masses intérieures m,, m\^ ... se combine- 
^.. , -^ ., - ^' 
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lectricilé libre Mj répandue, sur l.n suifacc! oxloriio S* restera 
la môme et s'y distribuera de manière à former av(M'. les 
masses exlérieures /^ij, m'j, /n\, . . . un système en équilibre, 
dont le potentiel aura, dans lout le volume enveloppé par la 
surface Sj, une valeur constante V,. 

La superposition de ees deux états d'équilibre constitue un 
nouvel état d'équilibre. Mais Tensemble des masses électriques 
qui composent les deux systèmes partiels est é^al aux masses 
électriques données, (junme un système» de masses él(»ctri- 
ques données n'admet qu'ini état d'équilibre, cet état est pré- 
cisément celui qui résulte dcî la superposition des deux s>s- 
tèmes partiels. 

En cbaque point, le potentiel du syslènn? total est éf^al à la 
somme des potentiels des deux systèmes partiels. A l'exté- 
rieur de la surface S^, il est é^^al au potentiel du second sys- 
tème partiel; à l'intérieur de la surface Sj, il est éj^al à celui 
du premier système partiel, augmenté de la quantité con- 
stante Vi, 

192. Reman/ues, — i° S'il n'y a pas de masses électriques à 
l'extérieur du corps, le second système partiel se compose 
uniquement de la couclie Q^, répandue sur la surface externe 
S^; cette couclie, qui est en écpiilibre d'elle-même, s'appelh» 
couche de nUeaa; son |)otentiel a la valeur constante Vj à l'in- 
térieur de la surface S^. Il est bon de remarquer (lu'une couclie 
de niveau n'est formée que d'une seule espèce d'électricité, 
car la valeur absolue du potentiel diminuant ([uand on s'é- 

d\ 
loigne de la surface S^ vers l'extérieur, la dérivée -,— > et par 

an 

suite la densité k de la couclie électri(|ue (ir* 181 ), a le même 
signe en tous ses points. 

2*> Supposons en outre que la surface interne S| du con- 
ducteur soit une surface de niveau du système des masses 
électriques /?i|, nî^y ... situées à Tintérieur et soit Vj le po- 
tentiel constant de ce système sur cette surface. Le potentiel 
de la couche Mj ayant une val(»ur constante — \\ sur la sur- 
face Si est constant dans tout le volume intérieur. La couche 
Ml est aussi une couche de niveau. Les deux couches Mi et Mj, 
répandues sur les deux faces du conducteur, n'exercent au- 
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cune action à l'intérieur; la dislribution des niasses intérieures 
nix, m\, ... est la même que si le conducteur n'existait pas. 

193. Corollnirr I, — Supposons que Ton enveloppe complè- 
tement une chambre d'une surface métallique, et que dans 
rintérieur de cette chambre existent des masses électriques, 
ou que Ton en produise de nouvelles par un moyen quel- 
conque, par exemple en faisant marcher une machine élec- 
trique. Les quantités d'électricité situées à l'intérieur de la 
chambre et la couche électriciue qu'elles développent par in- 
fluence sur la surface interne de l'enveloppe formeront un sys- 
tème analogue au premier système partiel dont nous avons 
parlé, et qui sera sans action à l'extérieur. L'enveloppe métal- 
lique empêche donc l'action des masses électriques intérieures 
de se propager à l'extérieur; on lui a donné pour cette raison 
le nom d^écran électrique. 

Cette môme enveloppe empêche aussi Taction de l'électri- 
cité extérieure de pénétrer à l'intérieur de la chambre; car 
les masses électriques extérieures, avec la couche électrique 
(fu'elles développent par inlluence sur la surface externe de 
l'enveloppe, forment un système analogue au second système 
partiel, sans action intérieure. On ne ressentira donc à l'inté- 
rieur de la chambre aucun des phénomènes électriques qui 
s'accompliront au dehors. C'est sur ce principe qu'est basé le 
nouveau système de paratonnerres de M. Melsens; on entoure 
l'édifice d'une cage de fils de cuivre qui produisent à peu près 
l'effet d'une enveloppe métallique continue. 

19i. Corollaire IL — On peut généraliser le théorème pré- 
cédent. Supposons que plusieurs systèmes analogues à A 
soient eux-mêmes enveloppés par un conducteur H ; les niasses 
électriques renfermées dans les corps A, A', . . . formant des 
équilibres partiels sans action extérieure, on peut en faire 
abstraction et se borner à considérer les couches Mj, M^, .• 
répandues sur les surfaces externes de ces corps, comme s'ils 
étaient pleins; ces masses électriques avec la couche répan- 
due sur la surface interne du corps B formeront un nouveau 
système partiel en équilibre sans action à l'extérieur et aussi 
sans action à l'intérieur des corps A, A', .... 



r 
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S'il n'y a pas crautre masse éloclriquo (|iic <*oIles qui sont 
enveloppées parle condiictcMir H on situées sur ce corps, la 
couche répandue sur la surf'ac(» e\((M'iie du corps H est eu 
c(|f lilibre d'elle-m<^nie : <''est un(» couche de niv(»au. 

Tii:-ou^:.>iB \ll. 

195. L'action que des masses électrit/ues données e.rereenl 
à l'extérieur d' une surf aee fermée (/ni les enveloppe est la 
même que celle d'une couche de même masse répandue sur 
cette surface suivant une certaine loi. 

Soient m, m', ... les masses électriques domiées dont nous 
appellerons la somme M, et que nous supposerons fixes, 
comme si elles appartenaient à des corps non conducteurs; 
uno surfaces de forme quelcou(|ue les enveloppe. Imaginons 
un corps conducteur limité intérieurem(»nt à la surface S et 
extérieurement à une surfa<*(» quelcon(|U(» S'. Sous rinlluencc 
(les masses données, il se formera sur la surrac<' S une couche 
électrique — M et sur la surface» S' une coiichi^ -v- M. D'après 
le théorème précédent, le potentiel du systèuH» formé par la 
couche — M et les masses ///, m', . . . est nul à rexlérieur de 
la surface S. 11 en résulte que, dans cette réjrion de Tespace, 
'e potentiel de la couche — M est égal et de signe contraire à 
celui des masses données. (Concevons maintenant cpie Ton 
ciiange le signe de la densité en chaque point de la couche 
■"-M, nous aurons une couche -h M répandue sur la surface S 
^1 ayant à l'extérieur le même potentiel cpie les masses don- 
nées. 

Cette couche, répandue sur la surface S, et qui a même ac- 
*'on extérieure que les masses données, n'est pas en général 
^'^e couche de niveau, </est-à-dire n'est pas en équilibre 
bielle-môme. Pour qu'elle jouisse de cette propriété, il fau- 
"''ait que son potentiel fût constant sur la surface S; mais le 
Potentiel de la couche est égal à celui des masses données 
"^ns toute la région extérieure à la surface S, et par consé- 
^l^'^nt sur la surface S elle-même; il faudrait donc que la sur- 
face s fût une surface de niveau par rapport aux masses don- 
^^'^s. La densité de la couche en chaque point serait dans 
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CI» <*as 

I d\ 
« h — — -r- -j-' 
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Si la somme algél)rique des masses électriques données 
était nulle, la couche équivalente formée sur la surface S se- 
rait composée de deux quantités égales d'électricité positive 
et d'électricité négative; rélectricité positive occuperait une 
partie de la surface, l'électricité négative l'autre partie. 

Théorème \11I. 

196. Dans un système électrique quelconque^ l'action que- 
les masses extérieures exercent à V intérieur d'une surfact:^ 
de niveau fermée S, enveloppant quelques-unes des masses^ 
est la même que celle de la couche qui se fonnerait par in — 
fluence sur cette surface, si elle limitait intérieurement un, 
conducteur. 

Désignons par V'^ le potentiel des masses électriques nuy 
m\, . . . situées à l'extérieur de la surface S et par V celui des 
masses électriques //?i, m\, , . . situées à l'intérieur, et dont 
nous appellerons Mi la somme. Sous l'influence de ces der- 
nières, il se formerait sur la surface S une couche — Mi, si 
cette surface limitait intérieurement un corps conducteur. 
Nous avons vu que, à l'extérieur de la surface S, le potentiel 
V des masses intérieures est le même que celui d'une couche 
+ M| répandue sdr la surface S et ayant en chaque point une 
densité égale et contraire à celle de la couche -Mi. A l'exté- 
rieur de la surface S, le potentiel V du système proposé est 
donc le même que celui du système formé par la couche fic- 
tive -i- Ml et les masses extérieures //ij» ^h* ^^ ^^ surface 

S est une surface de niveau du système proposé, ce potentiel 
aura une valeur constante Vi sur la surface; mais, comme 
la surface ne comprend aucune des masses électriques du se- 
cond système, son potentiel aura la valeur constante Vi danî' 
tout l'intérieur (n«> 185). En désignant par V(Mi) le potentiel 
de la couche M,, on aura donc, en un point intérieur qu^'" 
con((ue, 

V(M,) -^- V" - V, on V" :■ V(~ M,) -h Vi. 
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Ainsi, à l'inténeur de la surl'art» S, h» potoiitii»! V" des masses 
oxtérieurcs /Wj, //*',, . . . ne* (litVôn» <lr (•(diii t]o la courlK» — Mi 
(|iie d'une quantité eonslaiito V,, et par coiisiMHKMit raction 
dos masses extérieures est la nièin(» qu<» celle de la eouehe 
-M,. 

197. Corollaire /. — SoienI S, et S* <l<»u\ siM-laees de niveau 
du système proposé, ne (M)mpreuaut entre ell(»s aucune mass<» 
(dectrique, Vj et Vj les valeurs du potcMitiel sur (-(^schMix sur- 
fjices. Supposons qjie, sur la surface extérieure S2,soit répan- 
due la couche — Mj qui se formerait par inlliuMici» si cette 
surface limitait inlérieuremeTil un conducteur, et sur la surface 
intérieure S| une cou^in^ -\- M, dont la densité en chaque point 
soit égale et contraire à celle (|ui se formerait par inlluence 
dans les mêmes conditions. En tout point extérieur à Sj, le 
potentiel de la couche Mj répandu sur Si étant éjj:al à \ ', et 
celui de la couche — Mi répandu sur S, étant éfral \\ — V, le 
potentiel de Tensenihle des deux couches est coustant et éj;al 
à zéro. De même, en tout point intérieur à S,, le potentiel de 
la couche — M, ré|)andu sur S^ élant éjral à \"— Vj, et celui 
de la couche 4-Mi répandu sur Si étant épral à — \ " h- Vi, le 
potentiel de Tensemlde des deux couches est constant et égal 
à Vi — Vj. Entre les deux surfaces, le potentiel i\o la couche 
+ Mi répandu sur Si étant égal à V, et celui de la couche 
— Ml répandu sur S, à V" — Vj, le potcMitiel de Tensemhleest 
égal à V -f- V — V,, c'est-à-dire à V — V^ ; il ne diffère du po- 
tentiel du système proposé que d'une quantité constante. On 
en conclut que Tactionde l'ensemhle des deux couches (ictives, 
dans l'espace qu'elles comprennent, est la même que celle du 
système proposé, et que leur action est nulle en dehors, c'est- 
à-dire à l'extérieur de la surface Sj et à l'intérieur de Si. 

198. Corollaire II, — Imaginons un corps conducteur limité 
8UX deux surfaces de niveau S, et Sg, isolé et primitivement à 
ï'élat neutre. 11 se formera sm* la surface intérieure Si une 
couche — Ml et sur la surface extérieures S^ une couche -f- M|, 
^^ontla densité en chaque j)oint sera égale et contraire à celle 
^*cs couches considérées précédemment. L'action de ces deux 
couches sera encore nulle en dehors du conducteur; mais, 
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dans le conduclour, leur potentiel étant égal à — V-h Vj, leur 
action sera égale et contraire à celle des masses électriques 
données, ce qui est évident a priori. 

Nous avons désigné par V le potentiel des masses électri- 
ques données; si Ton appelle U le potentiel du système formé 
par les masses éleclri((ues données et les deux couches qui se 
sont formées par influence sur les deux faces du conducteur, 
on a U - V en dehors de S.,, U —¥2 dans le conducteur, el 
U=:V--(Vi - Va) à Tintérieur de Sj. L'introduction d'un 
conducteur limité à deux surfaces de niveau, dans un système 
électrique en équilibre, ne trouble pas l'équilibre; mais elle 
produit à l'intérieur une diminuîion V' , — Vj du potentiel. 

THÉoRkME XIV (Gauss). 

199. Si un système de corps conducteurs possèdent, dans un 
premier état d'équilibre, des charges électriques Mi, M2, • •> 
ety dans un second état, des charges Mj , Mj, ... ; si Vj, Vj,. ■ 
sont les valeurs du potentiel à Vintérieur de ces corps dam k 
premier état, Vj, V',, . . . les valeurs du potentiel à Vintérieur 
de ces mêmes corps dans le second état, on a la relation 

\\iA\ 4- VoM; 4- . . . = v;Mi -h v;^^-^ . ... 

Appliquons la formule de Green (n® 175) 

2(VAV._V.AV)*-2(V^-V-^).. 

au volume compris entre les surfaces extérieures des couches 
répandues sur les corps conducteurs et celle d'une sphère de- 
crite d'un point fixe comme centre avec un rayon R trt'^ 
grand. Puisqu'on a en chaque point 

A V zrz - \ T. / , W rrr - 4 t: k\ 

et qu'il n'y a aucune masse électrique dans le volume cons^' 
déré, le premier membre de l'équation est nul. Le sig^^ 
somme dans le second membre s'étend à la surface enli^* 
qui limite le volume, savoir à la surface de la sphère et i^^ 
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urfaces extérieures des couches répandues sur les corps cou- 
lucleurs. 

Cherchons d'abord la partie (pii se rapporte à hi surface de 
a sphère. L'élément €ln de normale est éf^al à d\\. Si l'on dé- 
igne par p la distance au centre de la sphère d'une niasse 
lectrique inliniment petite m, par /* sa distance à un point 1^ 
ela surface de la sphère et par Tangle des deux droites ()/// 
tOP, on a 



I. 
•» 



r -j'- — W — Z cosO :--: iW I - ^ cosO j, 
-_-j^>^,n(^,--j-^COS0)(.--.-<.OS0 :--j .. 

Sur la surface de la sphère, le potentiel V (ît sa dérivée sont 
onc des quantités infiniment p(»tites de la forme 

V ^A li 

H' d\\ ~ " jr' 

^ ctB étant des quantités finies (pii dépendent de la distrihu- 
iondes masses électriques et du ra\onH d(» la sphère. Quand 
e rayon K augmente indéliniment, ces deux (piantités A (»t H 
f^ndont vers une même limite, é^^ile à la somme M des masses 
lectriques. On a de même, dans le second état d'équilibre, 

~ w' dW "^ \v 

'* élément t/j de la surface de la sphère étant éjçal à H*t/o), 
' partie de la sonnne (jui se rapporte à la surface de la sphèn» 
P^nr expression 

2u \\ — ^"'*î 

^^ tend vers zéro quand \\ augmente indéfiniment. 



29.9. DELXIÈME l*ARTIK. — CHAPITRE I. 

Considérons maintenant la surface extérieure de la couche 
répandue sur l'un des corps conducteurs, par exemple sur le 
premier. Les potentiels V et V ont sur cette surface les va- 
leurs constantes Vi et \\. L'élément dn de normale devant 
être pris en dehors du volume considéré, c'est-à-dire vers 

rfV dV' 
l'intérieur de la couche, les dérivées — r- et —7- sont éffalesel 

an an ° 

de signes contraires aux dérivées que l'on obtient quand on 

prend l'élément de normale vers l'extérieur de la couche, et, 

par conséquent, d'après le théorème V, elles sont égales à 

\tJi et à ^tJi', La partie du second membre qui se rapporte à 

la surface de la couche répandue sur le premier corps est donc 

égale à 

Si donc on désigne par n le nombre des corps conducteurs et 
par / un indice variant de i à /i, on a la relation 

in i ■ . n 

(12) 2^''^''=^2^'-^''- 

I - I 1-1 

200. Corollaire I. — Dans le cas des deux corps, la relation 
précédente devient 

v,m; -t \.m,^ \;M,-rv;M,. 

Supposons que, dans une première expérience, le premier 
corps communique avec une machine au potentiel V, et le se- 
cond avec la terre, et que, dans une seconde expérience, 1^ 
premier corps communique au contraire avec la terre et le se- 
cond avec la machine ; on aura Vj = V^ =1 o, V2 = Vi, di l'^-" 
quation se réduit à M\ = Mj. Les charges produites par in- 
lluence dans les deux expériences sont égales. 

■ 

201. Corollaire II. — Considérons un système de // corp^ 
conducteurs isolés les uns des autres et possédant des cliarg^'^ 
électriques M,, M,, ...,M,,. L'équilibre électrique qui s'éta- 
blit peut être considéré comme la superposition de plusieurs 
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juilibres partiels, dans les(]nels un seul (*oi'|ks a reru une 
large M/, tous les autres étant primitivement à l'état neutre; 
'S autres corps sont éleetrisés par inlluenee, mais leurs 
larges sont égales à zéro. Le» potentiel A *' de ret état parti- 
ilier d'équilibre en un point V d«» Tespacc» e>t évidemment 
roportionnel à la ciiarj^e M/, et Ton a \ '^ - A/M/, le eoeni- 
ont A/ étant une fonetion des ('(xu'données du point P et dé- 
tendant en outre de la forme et de la position (U's eondueteurs. 
e potentiel V du système proposé étant éjrni à la sonune des 
olentiels partiels, on écrira 



I II 



\ Va.m, 



I 1 



'ans chacun des corps conducteurs, le potentiel \ a un<' va- 
'ur constante. Soit Vy la \aleur du |M»t<Miti<d V<lans h» corp> 
aractérisé par rin<lice y et ff,j la \aleur conslanle dans ce 
lome corps de la fonction V/ des (*<M>rdomié<'s du ))<»int V; on 

ura 



I /f 



"3) \,. . V„,^\F,, 



I — 1 



Supposons maintenant epu» «l'aulrc^s <harj:(»s M',, M^, 
oient répandues sur les mêmes corps; on aura i\o menu» 



I n 



\; V„..m;. 



I 1 



Si dans la relation (i:0 

j n / n 



\\\y- Vv'M 



^ i*einplace Vy et Vy par leurs valeurs, on a 

7 = l 1 : 1 / ^- I I = 1 
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OU, en permutant les deux indices i et J dans le second 
membre, 

V a/yM/M; :-. V ay/M/M/. 

Les charjçes étant arbitraires, iJ en résulte que aij=^aji» 
c'est-à-dire que le déterminant des coefficients a/y est un dé-^ 
terminant symétrique. 

Des /i équations (i3), résolues par rapport aux quantités^ 
M,, M2, . . ., on déduirait des valeurs de la forme 

/ = // 

(i/o M.zzr^^y/Vy, 

dans lesquelles les coefficients satisfont aussi à la relation 
a/y=zay/et forment par conséquent un déterminant symé- 
trique. 

Électrisation par influence. 



Théorème XV. 

202. La quantité d'électricité induite sur un corps conduc- 
teur communiquant ai'ec le sol par une masse électrique si- 
tuée à l'extérieur est moindre que la quantité inductrice. 

Supposons qu'un corps conducteur A communique avec le 
sol et qu'une masse m d'électricité positive soit placée au 
point B à l'extérieur du corps. Le corps A sera électrisé pai' 
influence et il se formera à sa surface une couche électrique 
M. Le potentiel V du système est nul à l'intérieur du corps A; 
il a une valeur positive dans tout l'espace extérieur; car, s'il 
avait une valeur négative en certains points, il aurait un mi- 
nimum; mais ce minimum ne pourrait avoir lieu qu'au poinl 
B (n° 173), où existe une masse agissante /n, et ceci est iW' 
possible, puisque cette masse agissante est positive. Le po* 
tentiel V est donc positif et il acquiert son maximum au point 
IL Quand on s'éloigne de la surface du corps A, le potentiel, 
(pii était nul, augmente; il en résulte que la densité électrique 
Il (le cette surface est négative (n° 181 ). Ainsi la couche élec- 
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Irique M produite par influence à la surface du corps A est 
composée dans toute son étendue d'une même sorte d'élec- 
iricilé, de signe contraire à celui de la masse agissante. 

Dans une seconde expérience, supposons le corps A isolé, 
elle corps infiniment petit B à Tétat neutre; puis imaginons 
que le corps A soit électrisé par une machine au potentiel Vj 
etsoil chargé d'une couche M' d'électricité positive. Le corps 
B, isolé, sera électrisé par influence ; mais, à cause de ses di- 
mensions infiniment petites, les deux quantités égales et de 
signes contraires d'électricité qui s'y développeront n'auront 
pas d'influence sensible. La couche M' formera donc sur la 
surface du corps Aune couche en équilibre d'elle-même; son 
potentiel positif V ira en diminuant graduellement à l'exté- 
rieur de Vj à zéro; sa valeur V, au point B sera donc plus pe- 
tite que V^. Appliquons le théorème précédent à ces deux 
états d'équilibre relatifs aux mêmes corps A etB; nous aurons 
la relation V ^ M h- V, /n == o ; d'où 

— M v; 

— — vf < I. 

m Vj 

Ainsi la quantité d'électricité M produite par influence, ou 
électricité induite, est moindre que la masse inductrice /?/, 
en valeur absolue. 

Nous pouvons remarquer que la quantité induite M reste la 
même quand la masse inductrice m se déplace sur une surface 
de niveau du corps A isolé, et qu'elle est d'autant plus petite 
Que cette surface de niveau est plus grande. 

S'il y avait plusieurs masses électriques fixes agissant sur 
ie corps conducteur A communiquant avec le sol, on cherche- 
rait la couche induite par chacune d'elles et on les superpo- 
serait pour avoir la couche induite totale. 

203. Corollaire I. — Si le corps conducteur A était isolé, et 
Prtmitivement à l'état neutre, à la couche M induite par les 
'ïiasses électriques données, quand le corps A communique 
^vec le sol, on superposerait la couche de niveau de masse 
"^M, qui s'établirait à sa surface, s'il était isolé, sans être sou- 
ïïlise à l'action d'aucune masse électrique extérieure. 

Enfin, si le corps A était isolé et chargé primitivement d'une 

B. — Chaleur, i5 
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quantité d'électricité donnée Mi, à la charge induite M on si 
perposerait la couche de niveau de masse Mi — M. 

204. Corollaire IL — Considérons maintenant Tinfluenc 
réciproque de deux corps conducteurs A et B isolés, exté 
rieurs Tun à l'autre, et chargés primitivement de quantité 
d'électricité données Mi et Mj. On ramène ce cas général à de 
cas plus simples par la méthode de Murphy. Soit m^ la couch 
de niveau qui, répandue sur A, y produit le potentiel i ; cett 
couche, supposée ï\\Qy induira sur B, communiquant avec 1 
sol, une couche — m^, La couche — Wj, supposée fixe, induir 
à son tour sur A, communiquant avec le sol, une couche mz 
cette dernière, supposée VwQy induira sur B, communiquan 
avec le sol, une couche — m,,y et ainsi de suite indéfinimenl 
Superposons ces diverses couches, nous aurons sur A une 
couche 

sur B une couche 

— M', = — m, — m,, — /Wg — ... ; 

il est facile de voir que les deux couches Mj et — Mj ont en- 
semble un potentiel égal à i sur A, à zéro sur B, et par con- 
séquent sont en équilibre sous leur action mutuelle. 

De même, soit m j la couche de niveau qui, répandue surB, 
y produit le potentiel i. Cette couche, supposée fixe, induira 
sur A, communiquant avec le sol> une couche — m^ (n°200); 
celle-ci, supposée ï\\ey induira sur B, communiquant avec le 
sol, une couche /Wg, et ainsi de suite indéfiniment. Les deux 

couches 

— M', = — Wj — m,, — . . . , 

M i =:: m\ -h /Wj -1- . . . , 

répandues sur A et sur B, ont ensemble un potentiel égal à i 
sur B, à zéro sur A, et, par conséquent, constituent un nouvel 
état d'équilibre. 

Concevons maintenant que l'on multiplie la densité en 
chaque point dans le premier état d'équilibre par V„ la den- 
sité en chaque point dans le second état par Vj, les quantités 
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Vi et y, satisfaisant aux deux équations 

et que l'on superpose les deux nouveaux états d*équiJibre 
ainsi obtenus, on aura J'élat d'équilibre réciproque des deux 
quantités d'électricité données Mi et M2, répandues sur A et B. 
Le potentiel de Tensemble aura les valeurs constantes Vi sur 
A, V, sur B. Si l'on donnait les valeurs V, et V, du potentiel 
sur A et B, les mêmes équations détermineraient les couches 
Ml et M,. 

Oistribution de rdlectricité sur une 9phère ou un ellipsoïde. 

205. La recherche de la loi de distribution de l'électricité 
libre à la surface d'un corps conducteur isolé, soumis ou non 
à l'action d'un autre corps élcctrisé, présente de grandes dif- 
ficultés mathématiques; celle (lueslion spéciale s'écartant du 
plan de ce cours, nous nous bornerons à en citer quelques 
exemples simples. 

Il est évident que sur une sphère isolée et soustraite à toute 
action extérieure une masse M d'électricité se distribue sui- 
vant une couche uniforme; si donc on appelle a le rayon de 

la sphère, la densité de la couclie sera h = > — -• Le potentieJ 

(n® 166) est — à l'intérieur, et — à l'extérieur, p désignant la 

fclance du point P au centre. La pression électrique est égnlo 
àiL. 

Considérons maintenant un corps conducteur égaliMnonl 
isolé ayant la forme d'un ellipsoïde; imaginons une serontli« 
surface ellipsoïde, concentrique et homolhéti(|U(» à la pro - 
ïûière, très voisine et extérieure, et concevons (|ne l'oNpiitit 
^napris entre ces deux surfaces soit rempli d'iui llulih« \\\\ 
densité constante k. On sait qu'une couche (>llipsoV(lo Ininio 
§[ène telle que celle-là n'exerce aucune avAuni hiir un pulnl 
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intérieur; le potentiel à Tintérieur étant constant, celte 
couche pourra servir à figurer la loi de distribution de l'élec- 
tricité à la surface de Tellipsoïde. Soit i -h a le rapport de si- 
militude des deux surfaces, a étant très petit; appelons/? la 
perpendiculaire OH abaissée du centre sur le plan tangent au 
point P {fig> 59); l'épaisseur e de la couche en P est la dis- 
tance PN des plans tangents parallèles aux points homologues 
P et P', distance égale à /?a; on a donc hzi^ktz=ikoLp; ainsL 
la densité h de la couche électrique en chaque point P es 



Fig. 59. 




proportionnelle à la distance du centre au plan tangent en cr c? 
point. Une ligne d'égale densité est la ligne de contact d'ui n 
plan tangent à l'ellipsoïde et à une sphère concentrique dor:!- 
née. Si l'on désigne par a, b, clés longueurs des demi-axes de* 

rellipsoïde, le volume de la couche étant ■xTzabc]^! 4- af—i ], 

ou sensiblement ^izabcoL, sa masse ou la charge électrique 
est 

M = l^Tzabcdky 



d'où 



_ M/> 



h — -, 



l\T^abc 



On a d'ailleurs 



V «* "^ "^"^ c* 



Si l'on suppose que c devienne très petit, l'ellipsoïde se irans- 
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forme en un plateau elliptique infliiiment mince; puisque 

P ^ ' 



lim ^ ^ 



on a 

M I 



h- 



V '" "«' - b' 



les lignes d'égale densité sont des ellipses concentriques et 
liomothétiques. La densité électricpie augmente à mesure 
qi-i.*on s'éloigne du centre sur un rayon. 
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CHAPITRE IL 

TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES. 

Travail des forces électriques. — Énergie électrique. — Décharge d'une 
bouteille de Leyde. — Décharge d'une batterie. — Théorème de Maxwell. 



Travail des forces électriques. 

206. Le jeu des machines électriques développe des quan- 
tités égales d'électricité positive et d'électricité négative. 
Quand les corps électrisés sont bons conducteurs, si on les 
met ensuite en communication les uns avec les autres et avec 
le sol, toute électricité libre disparaît, et le système revient à 
l'état neutre. Lorsque, par une cause quelconque, il y a dé- 
placement des fluides électriques, ou mouvement des corps 
électrisés eux-mêmes, ce cîiangement dans l'état du système 
est accompagné d'un travail des forces électriques. Si l'on 
appelle m et m' deux masses électriques infiniment petites, 
r leur distance mutuelle, le travail élémentaire des forces 
électriques a pour expression 



rf^=2^ï^'— ^2 



mm 
r 



le signe somme s'étendant à toutes les combinaisons des 
masses électriques deux à deux. Nous poserons 



mm' 



ce qui donne 

Lorsque le système passe de l'état i à l'état 2, le travail des 
forces électriques est 
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Ënergie électrique. 

207. La valeur de la fonction W, dans un étal quelconque 
du système, est le travail que développeraient les forces élec- 
triques sile système revenait à Télat neutre; car on aurait, 
dans ce cas, Wj^i o et, par suite, (r = W'i. Le système reve- 
nant de lui-même à Tétat neutre quand on établit la commu- 
nication des conducteurs entre eux et avec le sol, on en con- 
clut que la quantité W a toujours une valeur positive. Nous 
l'appellerons, par analogie, énergie potentielle du système 
électriséj ou, plus simplement, énergie électrique. 

Inversement, pour électriser le système par le mouvement 
d'une machine, il faut dépenser une quantité de travail mo- 
teur égale à l'énergie potentielle qu'on veut lui communiquer. 
En général, le travail des forces électriques, pour un change- 
ment quelconque, est égal à la variation qu'éprouve l'énergie 
potentielle, quand on passe du premier état au second. 

L'énergie électrique est une nouvelle forme de l'énergie. 
Lorsqu'on charge une batterie électrique, on transforme une 
certaine quantité de travail, ou d'énergie mécanique, en une 
quantité égale d'énergie électrique, et, réciproquement, dans 
la décharge de la batterie, une certaine quantité d'énergie 
électrique se transforme en une quantité égale d'énergie mé- 
canique ou d'énergie calorifique. 

208. On peut exprimer l'énergie potentielle W d'un sys- 
tème de masses électriques à l'aide de la fonction V, que nous 
avons nommée le potentiel du système, La somme 



w=2 



mm' 



r 



renferme les combinaisons de toutes les masses élémentaires 
deux à deux. Considérons les combinaisons d'une masse élé- 
mentaire déterminée in avec chacune des autres masses, nous 
obtiendrons la somme partielle 

v^ m' 
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m' 



Mais y] -7 est la valeur du potentiel V de tout le système au 

point où est située la masse m ; la somme partielle est donc 
y m. De même les combinaisons d'une autre masse détermi- 
née m' avec chacune des autres donneront la somme partielle 
m'V, y étant la valeur du potentiel au point où est placée la 

masse m'; on a ainsi mV -t-m'V -h. . . ou ^mV. Mais, de 

cette manière, chaque combinaison a été répétée deux fois; 
par exemple, la combinaison des deux masses m et m' est 
entrée, une première fois, dans la somme partielle mY, une 
seconde fois dans m' W. Il faut donc prendre la moitié du ré- 
sultat, et l'on a la relation 

(1) \\ = l'^mY. 

209. Considérons un système de corps conducteurs A, B, 
C, ..., sur lesquels sont répandues des charges électriques 
Ml, Mj, Ms, L'équilibre électrique étant établi, le poten- 
tiel a une valeur constante V, dans le corps A, une autre va- 
leur constante V, dans le corps B, Dans la somme ^rn\f 

les termes qui se rapportent aux différentes masses électri- 
ques répandues sur le corps A donnent une somme partielle 

Vi Vm ou VjMi; de même, les termes qui se rapportent aux 

masses électriques répandues sur le corps B donnent la 
somme partielle VjMj, . . .; la relation (i) devient ainsi 

(2) w^i(ViM, -f-VjMî-h ...). 

Remarquons que, si un corps est resté complètement isolé 
pendant qu'on a chargé le système, et par conséquent n'a été 
électrisé que par influence, ce corps contenant des quantités 
égales d'électricité positive et d'électricité négative, sa charge 
M est égale à zéro, ainsi que le terme correspondant de l'é- 
nergie. Si l'un des corps communique avec la terre, le poten- 
tiel y étant nul, le terme correspondant dans l'expression de 
l'énergie est aussi nul. Ainsi, les corps électrisés par influence 



TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES. 233 

et ceux qui communiquent avec la terre donnent des termes 
nuls dans l'expression de Ténergie potentielle du système. 

Il est clair que la quantité de travail nécessaire pour com- 
muniquer à un corps une charge électrique donnée est mini- 
mum lorsque le corps est parfaitement conducteur; car, si 
Ton imagine une autre distribution à Taide de résistances in- 
térieures, telles que celles qui existent dans les corps impar- 
faitement conducteurs, et que Ton suppose ensuite que ces 
résistances diminuent peu à peu, h» fluide reviendra à la pre- 
mière distribution, en surmontant les résistances, et par con- 
séquent accomplissant un travail positif. 

Lorsqu'un système est isolé, ou forme un système complet, 
Félectrisation de ce système par les actions mutuelles des 
corps qui le composent développe des quantités égales d'élec- 
tricité positive et d'électricité négative, et Ton a 

Mj -h M, H- . . . = G. 

Appelons V le potentiel de ce système. Supposons qu'à l'exté- 
rieur existent des masses électriques, mais à une distance as- 
sez grande pour que leur potentiel ait une valeur sensiblement 
constante Vo dans rétendue occupée par le système; ces masses 
extérieures n'exerceront pas d'action sensible sur le système. 
L'addition du potentiel constant Vq du champ électrique dans 
lequel est plongé le système au potentiel relatif V| de ce sys- 
tème ne change pas l'expression de son énergie ; car on â 
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210. Considérons une bouteille de Leyde à armatures com- 
plètes. On met l'armature intérieure en communication avec 
une source d'électricité qui possède un potentiel Vi, et l'ar- 
naature extérieure avec le sol; quand la bouteille est chargée 
^ refus, l'armature intérieure a acquis le même potentiel V,, 
^t s'est chargée d'une quantité -f- Mi d'électricité. Il s'est pro- 
duit sur l'armature extérieure une charge égale — Mi d'élec- 
tricité contraire, et sur cette armature le potentiel V, est nul. 
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La bouteille présente alors un étal particulier d'équilibre que 
nous avons étudié au n° 191; son potentiel à Textérieur étant 
nul, elle n'exerce aucune action sur les corps environnants et 
se comporte à leur égard comme un corps neutre. Cependant 
elle renferme une quantité d'énergie égale à 

W==-ViMi. 

2 

Nous avons trouvé (n** iSk) 



M, 



/firei' 



si Ton désigne par X le rapport -;t— S qui est une constante 
pour la bouteille donnée, on a 



et, par suite, 



W = ixMî. 

2 * 



Ainsi l'éner/ifie potentielle d'une bouteille de Leyde est propor- 
tionnelle au carré de la charge. 

Cette énergie se manifeste lorsqu'on réunit les deux arma- 
tures par un excitateur; la bouteille se décharge complète- 
ment, et il y a production d'une quantité W de travail, qui se 
traduit par une étincelle et par un échauffement du fil de 
communication. Une partie de l'énergie intérieure est em- 
ployée à vaincre la résistance de l'air, c'est-à-dire à produire 
l'étincelle; le reste se change en énergie calorifique. Quand 
le fil de communication est gros et court, l'étincelle est éner- 
gique, et réchauffement du conducteur très faible. Quand le 
fil est long et fin, l'étincelle est faible, mais le fil s'échauffe 
davantage. 

Plusieurs expériences confirment les résultats de cette 
théorie. M. Riess a interposé une lame de mica ou une carte 
sur le passage de l'étincelle, et il a constaté qu'alors réchauf- 
fement du fil est plus faible. La résistance à vaincre étant plus 
grande, l'étincelle a absorbé une plus grande partie de l'é- 
nergie. 

Si l'on réunit les deux armatures par un fil très long et très 
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fin, rélincelle devient très faible et le travail correspondant 
négligeable. En opérant dans ces conditions, M. lliess a 
trouvé, bien avant la théorie, que, si l'on donne à une même 
bouteille des charges difîérentes, la quantité de chaleur déga- 
gée est proportionnelle au carré de la charge. 



Décharge d*ane batterie. 

211. Considérons une batterie formée de n bouteilles iden- 
tiques. On les charge séparément avec une même source; 
chacune d'elles prend une charge /«i, et Ton a, en appelant Vi 
le potentiel de la source, 

Si Ton réunit alors toutes ces bouteilles, Téquilibre subsiste, 
puisqu'elles n'exercent aucune action les unes sur les autres 
et que le potentiel est le môme sur toutes les armatures inté- 
rieures. La charge totale est la môme que si la batterie avait 
été mise directement en relation avec la source. L'énergie 
potentielle delà batterie est donnée par la formule 

W — - n V, ///, =^ - Vi Ml , 

Ml désignant la charge totale de la batterie. 

Une batterie électrique de n bouteilles égales est donc équi- 
valente à une bouteille unique de môme épaisseur, dont la 
surface serait n fois plus grande que la surface de chacune 
des bouteilles qui la composent. 

On en déduit aussi 

in « 

L'énergie d'une batterie est proportionnelle au carré de la 
charge et en raison inverse du nombre des bouteilles. Cette 
loi a été découverte expérimentalement par M. Riess. 

212. Étudions maintenant les décharges incomplètes. Pre- 
nons deux batteries, l'une de n bouteilles, l'autre de n' bou- 
teilles, toutes identiques. Chargeons la première batterie à 
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rolns, comme à l'ordinaire; l'énergie potentielle de cette bat- 
terie est alors 

W zn - /^V,/n,. 

La deuxième batterie étant à l'état neutre, on réunit les ar- 
matures intérieures des deux batteries; un nouvel état d'é- 
quilibre s'établit; la charge nm^ se répand alors sur les n-hn! 
bouteilles, et chacune d'elles prend une charge 

, nm I 
m. zrr . 

* n 4- n' 

On a maintenant une nouvelle batterie composée de n + n! 
bouteilles; sur les armatures intérieures le potentiel est 



n-h n'^ 



son énergie potentielle est 

2 ^ /Il n -h n' 

Le travail accompli pendant cette transformation est égal à la 
diminution W— W d'énergie potentielle 



w — w w 



n' 



n -+- n' 



Cette formule avait été trouvée aussi expérimentalement 
par M. Riess. 

213. Étudions encore la charge par cascade. Supposons plu- 
sieurs batteries réunies en cascade, la première comprenant 

rii bouteilles, la seconde n^, la troisième /is, Toutes ces 

bouteilles sont identiques; l'armature extérieure de la der- 
nière batterie communique avec le sol, l'armature intérieure 
de la première avec une source dont le potentiel est Vi. L'ar- 
mature intérieure de la première batterie prend une charge 
-+- Ml ; il se produit une charge — Mj sur l'armature extérieure 
de la première batterie et une charge -1-M2 sur l'armature in- 
térieure de la seconde, le potentiel sur ces deux conducteurs 
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réunis étant V,; de même, il y a une char{i:e — M, sur i^arma- 
ture extérieure de la seconde et une charge -+- M3 sur Tarma- 
ture intérieure delà troisième, le potentiel étant V3, ...; le 
potentiel sur la dernière armature est nul. On aura donc 

W = i ( V,M, - V,M, + V,M, - V3M3 + VsM, ~ . . .) 
2 



ou 



W==AV,M„ 



ce qui est évident a priori, d*après une remarque faite au 
n«209. 
Pour une bouteille de la première batterie, on a (n** 181.) 

Les charges des batteries successives sont donc 

M, = i «, (V, - V, ), 

A 
Mî = y /ij(V, — V3), 






On en déduit 

Supposons encore les bouteilles parfaitement fermées; alors 

les charges des deux armatures de chacune d'elles sont égales, 

et Ton a 

Ml = M2 =1 M3 = . . . , 

d'où 

VizziXmY- 4- ---h- -+-...^ 



et 



W=:-ViMi = -XMî(- -h- +- -i-... 

2 2 \/«i Ht /^s 
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Telle est l'énergie potentielle de l'ensemble des batteries; 
c'est le travail qu'il faut dépenser pour les charger, ou la cha- 
leur dégagée pendant la décharge. M. Riess avait trouvé, par 
l'expérience, pour deux batteries. 

Les relations 

▼ i — Vj V2 — V3 \ p \ \ 



I I I I I I 

__ _1_ _1_ ^ ^ ' _1_ 

Ui /^2 Hp rii /ij fip 

déterminent les valeurs décroissantes du potentiel dans 1 
batteries successives. Lorsque toutes les batteries contie 
nent le même nombre de bouteilles, c'est-à-dire lorsqu'on 
/Il =: /i2 ::= /i3 = . . . , CCS rclatious se réduisent à 

y 

Vi — V2 = Vî — Vs = ... = Vp_i \p = Vp = —- ; 

le potentiel décroît en progression arithmétique. 



Théorème de Maxwell. 

214. Considérons un système de n corps conducteurs isolés 
les uns des autres et possédant des charges électriques Mi, 
M2, . . ., M„. L'énergie du système est donnée par la formule 

i = 71 

(3) W^i^V.*»'- 

On a d'ailleurs, d'après la formule (i3) du n® 201, 

j = n 

les coefficients aji dépendent uniquement de la forme et de la 
position des corps. 

Supposons que les corps, restant isolés, éprouvent un dé- 
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placement ou une déformai ion infiniment petite; les charges 
Mi resteront constantes, mais les coeflicients Gjî varieront; 
par suite, les valeurs Y^ du potentiel dans les difîérents corps 
éprouveront les variations 

i . n 

d\i:=i\\ijdaji\ 
il en résulte une variation de Téncr^ne 

i -: n i - n j n 

Supposons maintenant que, pendant le déplacement ou la 
déformation, on entretienne sur chaque corps le potentiel à 
11- rie valeur constante, en ajoutant ou en retranchant de l'élec- 
tricité. 11 suffît pour cela de concevoir que les corps proposés 
^communiquent avec des corps très éloignés, mais de dimen- 
sic^nsrelativement très grandes, sur lesquels le potentiel ait 

^^ s valeurs V,, Vj, . . ., V;,. La variation de Ténergie dans cette 

seconde expérience est 



I - n 



^^\ = \^Nimi. 



Le potentiel 



i = l 



I = rt 



V> = 2 «/>>!'■ 



i - 1 

conservant une valeur constante, on a 



i = rt 



^ (a/yôM/ 4- M/oa^y) r= o. 



i= 1 

ou 

i=rt i = « 

i = 1 i = I 

et, en multipliant les deux membres de cette dernière égalité 



2l\0 deuxième partie. — CHAPITRE II. — TRAVAIL, ETC. 

par la quantité constante My, 

i = n i =z n 

^ a,j Mj SM| = — y] M/My Sa/y. 

i = 1 1=1 

Si maintenant on attribue à rindicey successivement les n\; 
leurs I, 2, 3, . . ., n et si Ton ajoute membre à membre U 
n égalités correspondantes, on obtient l'égalité 

j = n i = n j = n i = n 

^ ^ ttijMjOMi m — ^ ^ M/My oa,y. 
7 = 1 i = 1 ; = 1 i = 1 

Le premier membre peut se mettre sous la forme 

25M,2«/yMy; 
mais, à cause de la relation «/y = aji, on a 

7 = /I j=n 

^ a/y My =2 aji My = V, : 
/ = 1 / =. 1 

il est donc égal à 

i= n 



2V,-8M/ = 2 8W. 



1 = 1 



Si le déplacement est le même dans les deux expériences, on 
a ouij z= datj — dajiy et le second membre est égal à 2t/W. On 
obtient ainsi la relation 

(5) 8W = -^W. 

On conclut de là qu'à un même déplacement ou à une même 
déformation d'un système de corps électrisés, soit que l^^ 
charges restent constantes, soit que le potentiel dans chaque 
corps reste constant, correspondent des travaux égaux et de 
signes contraires. 
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CHAPITRE m. 

HYPOTHÈSES DES FLUIDES ÉLECTRIQCES. 



Deux fluides. — Un seul fluide. 



Deux fliiidei. 

^15. La théorie des phénomènes d'électricité statique re- 

I> Ose tout entière sur la loi de Coulomh. Les théorèmes que 

ï^o «s avons démontrés, et qui ont été vériliés par Texpérience, 

sotilla conséquence de cette loi fondamentale. Pour énoncer 

la^ loi de Coulomb, et les conséquences que nous en avons dé- 

dtiites, nous nous sommes servi de Thypothèse des deux 

fttaides électriques; mais il est clair que ce n'est là qu'une ma- 

ï^i^re de parler, et que la vérité de la théorie est indépendante 

^^ cette hypothèse, ou de toute autre que Ton pourrait faire 

sur la nature de l'électricité. 



Un leul fluide. 

216. Dans le siècle dernier, Franklin est parvenu à repré- 
senter les phénomènes d'électricité statique à l'aide d'un seul 
ftuide; mais alors il faut faire intervenir l'action de la matière 
Pondérable. Chaque élément de volume est considéré comme 
^<infermant une certaine quantité de matière pondérable et 
^ne quantité de fluide électrique. On admet qu'il y a attrac- 
tion entre deux masses de matière pondérable et aussi entre 
ia matière pondérable et la matière électrique, répulsion 
entre deux masses de matière électrique, et que ces forces 
Varient toutes en raison inverse du carré de la distance. 

R. — Chaleur, i6 



2^2 
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Considérons d'abord Taclion d'un élément de volume A, 

renfermant une masse pondérable M et une masse électrique 

[A, sur une masse électrique m! placée à la distance r. Cette 

f Mm' 
action se compose de deux forces. Tune attractive -^^-î— r — m 

Tautre répulsive ^-^ — ; leur résultante est 



Si Ton a 



(AM-AiK)m' 



/*iM— /,îA=zo ou g = y 



la résultante est nulle, et Télément de volume A est dit à 
rétat neutre; cet élément n'exerce alors aucune action sur la 
matière électrique environnante. Ainsi un corps est à Vét^sit 
neutre, lorsque la quantité de matière électrique qu'il rer?- 
ferme est dans un rapport déterminé avec la quantité de ma- 
tière pondérable. Si Ton suppose que le coefflcient/, soit très 
grand par rapport à /i, la masse électrique [x sera très petite 
par rapport à la masse pondérable M. 



217. Considérons maintenant l'action mutuelle de deux 
éléments de volume A et B à l'état neutre ; le premier ren- 
ferme une masse pondérable M et une masse électrique (i, le 
second une masse pondérable M' et une masse électrique |a', 
et l'on a 

Ji — J^ — Zi 

Cette action est la résultante de quatre forces 

/MM' . AMix' , y,MV /,j.H^' 



savoir : l'attraction des masses pondérables M et M', l'attrac- 
tion de la masse pondérable M sur la masse électrique [*', 
l'attraction de la masse pondérable M' sur la masse électrique 
fx, et enfln la répulsion des masses électriques [x et \t.'. Cette 
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ésultante se réduit à 

■^ (/- f}- 

W Ton représente par ^ la constante y -f- ^ > elle se met sous 

a forme simple 

j ___ • 

'est l'attraction universelle, ou la gravitation. 

218. Un corps électrisé est un corps qui renferme une quan- 
i té de matière électrique plus grande ou plus petite que la 
tiantité que nous venons de définir, et qui constitue Tétat 
eutre. Il est électrisé, positivement si la matière électrique 
st en excès, négativement si elle est en défaut. 

Cherchons l'action mutuelle de deux éléments de volume 
lectrisés A et B, renfermant, le premier une masse ponde- 

able M et une masse électrique ^ — h m, le second une 

f M' 
nasse pondérable M' et une masse électrique^^^-î — h m'; cette 

action est la résultante des quatre forces 

/MM' ^'"(^'--') , /.M'(f --) 



/•» 


/•« ' /•» 




,/AM \//",M' A 


;'esl-à-dire 





MM' 



ni 






9 MM' f\rnm' 



r* /•* 



,e premier terme - — ^— est la gravitation, le second — ^^^—^ — 
action électrique. En faisant abstraction de la gravitation, et 
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ne considérant que l'action électrique, on voit qu'il y a répul- 
sion si les corps sont électrisés dans le môme sens, attraction 

s'ils sont électrisés en sens contraires. L'expression — i^^. 

de la force électrique ne dépend que des excès positifs ou 
négatifs m et m'; ces excès sont ce que nous appellerons les 
quantités d'électricité libre, contenues dans les volumes A et 
B. On retrouve ainsi la loi de Coulomb. L'hypothèse d'un seul 
fluide, combinée avec l'action de la matière pondérable, rend 
donc compte des phénomènes, exactement de la même ma- 
nière que s'il y avait deux fluides différents. 

On pourrait même se dispenser d'admettre qu'il y a attrac- 
tion entre deux masses de matière pondérable; l'attraction de 
la matière pondérable sur la matière électrique suffirait pour 
produire la gravitation. Ceci revient à supposer /=o; d'où 

./î 

219. Si l'on adopte comme plus probable l'hypothèse d'un 
seul fluide, il est naturel de supposer que ce fluide n'est autre 
chose que l'éther, par les vibrations duquel on explique les 
phénomènes lumineux. Toutefois l'expérience apprend qu'il 
n'y a pas de phénomènes électriques dans le vide, c'est-à-dire 
en l'absence de toute matière pondérable. Il semble résulter 
de là que l'on doit appeler yZw/t/e électrique contenu dans un 
volume donné, non pas la quantité totale d'éther qu'il ren- 
ferme, mais la somme des atmosphères d'éther qui entourent 
les molécules pondérables (n°2), c'est-à-dire l'excès delà 
quantité totale d'éther que contient le volume sur la quantité 
qu'il contiendrait sans la présence des molécules pondérables. 
Pour expliquer les phénomènes électriques, il suffira d'ad- 
mettre que la matière pondérable attire l'éther en raison in- 
verse du carré de la distance, et que l'action mutuelle de deux 
atmosphères d'éther est proportionnellie au produit de leurs 
masses et aussi en raison inverse du carré de la distance. 

Nous ferons remarquer, à ce propos, que la théorie des 
phénomènes lumineux semble exiger une loi d'action toute 
différente entre les molécules voisines de l'éther. L'énorme 
vitesse de propagation des ondes lumineuses indique d'abord 
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que la force qui s'exerce entre deux molécules voisines est 
très énergique. Les recherches théoriques do Cauchy ont mon- 
tré que, dans un milieu isotrope, comme Télher lihre répandu 
dans le vide, peuvent se propager deux sortes de vibrations, 
les unes transversales, les autres longitudinales, avec des vi- 
tesses très différentes; Texistence des unes et des autres dé- 
pend de la loi des forces moléculaires. On attribue les phéno- 
mènes lumineux aux vibrations transversales. En suivant la 
méthode de Cauchy, j'ai fait voir que, pour que les vibrations 
transversales puissent se propager, il est nécessaire que la 
force répulsive qui s'exerce entre deux molécules voisines 
d'éther varie en raison inverse d'une puissance de la distance 
plus élevée que la quatrième. L'élude des lois de la propaga- 
tion de la lumière dans les milieux biréfringents semble in- 
diquer que cette puissance est précisément la sixième, et 
l'absence de dispersion dans le vide conduit à la même con- 
clusion. Il y a contradiction apparente entre ces deux lois; 
mais il est probable que les phénomènes lumineux sont dus à 
l'action immédiate des molécules d'élher sur les molécules les 
plus voisines, tandis que, dans Tordre d1dé(»s où nous nous 
plaçons actuellement, la force électrique proviendrait de l'ac- 
tion mutuelle des atmosphères d'éther qui entourent les mo- 
lécules pondérables. 
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CHAPITRE IV. 

THÉORIE DES œURANTS ÉLECTRIQUES. 

Loi d'Olim. — Condurleurs liiiraircs. — Travail des forces électromotriccs. 

— Loi de Joule. 



Loi d'Ohm. 

220. Lorsque le potentiel a une valeur constante dans un 
corps conducteur, il y a équilibre électrique; mais, lorsque le 
potentiel n'a pas la môme valeur en chaque point, l'équilibre 
cesse d'exister et un mouvement électrique se produit, car 

chaque unité de masse électrique est sollicitée par une force 

dV 
égale à — -j- et normale à la surface de niveau. Quand le po- 
tentiel est une fonction de a:, y, z indépendante du temps, le 
mouvement électrique arrive presque instantanément à un 
régime régulier et permanent; c'est le cas que nous nous pro- 
posons d'étudier en ce moment. 

On ne connaît pas la nature de ce mouvement; mais onsail 
que les courants électriques ne se propagent pas dans un es- 
pace vide de matière pondérable; il semble donc que l'élec- 
tricité passe d'une molécule pondérable à une molécule voi- 
sine, de celle-ci à une troisième, et ainsi de suite, comme si elle 
'ajoutait successivement à l'atmosphère de chacune d'elles, 
de sorte que le mouvement général se composerait d'une suite 
de petits mouvements, s'effectuant avec une très grande rapi- 
dité. En passant d'une molécule pondérable à une autre, l'é- 
lectricité communique à celle-ci la force vive qu'elle acquiert 
dans ce petit mouvement. Cette communication de force vive 
à la matière pondérable se manifeste par l'échaufîement du 
conducteur. L'expérience apprend que, dès que la force élec- 
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Iromolrice cesse d'agir, c'esl-à-dire dès que le potentiel de- 
vient constant, le mouvement de Télectricité s'arrête aussitôt, 
ce qui est bien d'accord avec cette manière de concevoir le 
phénomène. Les choses se passent comme lorsqu'un corps se 
meut dans un milieu résistant dont la densité est très grande 
par rapport à celle du corps, 
Il est naturel de supposer que le flux électrique s'effectue 

d\ 
dans la direction même de la force électromolrice — -yy c'est- 

dn 

à-dire normalement à la surface de niveau. On suppose en 
outre qu'il est proportionnel à cette force électromotrice, de 
sorte que, si l'on désigne par di la quantité d'électricité qui 
traverse un élément d(s d'une surface de niveau dans l'unité 
de temps, par du un élément de la normale à cet élément de 
surface, et par a une constante dépendant de la nature du con- 
ducteur, on a 

il) di=z — a — T- «<j. 

an 

Ceci revient à admettre que la quantité d'électricité qui tra- 
verse un élément d'une surface de niveau est proportionnelle 
à la quantité de force qui traverse cet élément. Cette loi est 
connue sous le nom de loi d'Ohm. 

Il résulte de la loi d'Ohm que le flux électrique se propage 
comme la force dans un canal orthogonal aux surfaces de 
niveau. La conception idéale de la propagation de la force 
(n® 170) se traduit ainsi par le phénomène des courants élec- 
triques. Si l'on conçoit le volume du conducteur décomposé 
en une série de canaux orthogonaux ayant pour sections les 
divers éléments d'une surface de niveau, le flux électrique se 
propageant dans chacun d'eux séparément, on pourra regar- 
der le mouvement général de l'électricité dans le conducteur 
comme la réunion de tous ces courants linéaires. Le flux 
électrique dans le voisinage de la surface du conducteur étant 
parallèle à cette surface, on en conclut que les surfaces de ni- 
veau coupent orthogonalement la surface du conducteur. 

221. La formule (i) peut être étendue facilement à une sur- 
face quelconque S. Soit d<j=zab un élément de cette surface, 



248 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV. 

dn un élément PP' de la normale PH à cet élément {fig. 60)^ 
V et V 4- ûfV les surfaces de niveau qui passent par les points 
P et P': les lignes de force menées par les points du périmètre 
Je l'élément <i<j forment un canal qui découpe sur la surface V 
un élément M = a'b'; le mouvement de l'électricité s'opéranl 
dans ce canal, la quantité d'électricité diqxxi traverse Télémenl 
ab dans l'unité de temps est égale à celle qui traverse l'élé- 
ment a'b' dans le môme temps; si donc on appelle dn' l'élé- 
ment PP'^ de la normale PN à la surface V, élément compris 




entre les deux surfaces de niveau V et V 4- ûfV, on a, d'après 
la formule (i), 

di-=^ — a -7-7 d(j\ 
dn' 

Mais, en désignant par a l'angle des deux normales PN et PH, 
on a dn^ z=dncosoL, d<j' =:d<JCOS0L, et la formule précédente 
devient 



(2) 



ai=z — a -7- a<j, 
dn 



^'est la formule (i) étendue à une surface quelconque. D'a- 
près cela, la loi d'Ohm signifie que la quantité d'électricité 
qui traverse un élément de surface quelconque est propor- 
tionnelle à la quantité de force qui traverse cet élément. 

222. Nous avons attribué le phénomène des courants au 
mouvement d'un seul fluide, que ce soit l'éther ou un fluide 
particulier nommé électricité. Dans l'hypothèse des deux 
fluides électriques, comme la force électromotrice les sollicite 
également dans des sens contraires, il faudra admettre l'exis- 
tence dans le même canal orthogonal de deux flux égaux et 
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3nlraires, l'un de fluide positif dans le sens de la force élec- 

dW 
•omolrice — -y- > l'autre de fluide négatif en sens contraire. 

an 

[ais il est facile de ramener cette manière de concevoir le 

hénomène à la précédente. Considérons, en effet, la portion 

u canal orthogonal comprise entre les sections ab et a'b' 

fig.^i) déterminées par deux surfaces de niveau V et V; 




upposons que ce volume soit primitivement à Tétat neutre, 
'est-à-dire contienne des quantités égales M des deux fluides; 
V est plus grand que V, une masse m de fluide positif, tra- 
ersant la surface aby entrera dans le volume, et en même 
împs une masse égale de fluide négatif, traversant la môme 
irface, en sortira ; de sorte que le volume contiendra alors 
ne masse M -f- m de fluide positif et une masse M — m de 
uide négatif, c'est-à-dire une quantité d'électricité égale à 
ur différence im\ le résultat est le môme que si la quantité 
^ d'un fluide unique avait traversé la surface dans le sens 

^'. On comprend par là que les deux flux -di égaux et con- 

mm 

aires peuvent être remplacés par un seul flux électrique di^ 
ins le sens du flux positif. 

223. Dès que le régime normal est établi, les quantités d'é- 
ciricité qui traversent les sections ab et a'b' d'un canal or- 
iogonal par deux surfaces de niveau V et \' sont égales entre 
les. Les quantités de force qui traversent ces sections, étant 
'oportionnelles aux quantités d'électricité, sont aussi égales 
lire elles, et, par conséquent, la somme algébrique des 
Uantités de force qui traversent la surface qui enveloppe le 
olume aôa'6' est nulle; on en conclut, d'après le théorème 
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du n^ 172, qu'il n'y a pas d'électricité libre dans cet élément 
de volume. Dans Thypothèse d'un seul fluide, cela signifie que 
le fluide électrique en mouvement dans le conducteur a par- 
tout la densité normale qui constitue l'état neutre par rapport 
au conducteur donné; dans l'hypothèse des deux fluides, que 
chaque élément du conducteur contient à chaque instant des 
({uantités égales de fluide positif et de fluide négatif. 

Puisqu'il n'y a pas d'électricité libre à l'intérieur du con- 
ducteur, on doit admettre que l'électricité nécessaire à la pro- 
duction du potentiel est située à la surface même du conduc- 
teur ou à l'extérieur. Dans les expériences ordinaires, lorsque 
la chaleur ou les actions chimiques donnent naissance à un 
courant électrique, comme il n'existe pas de masses électri- 
ques à l'extérieur, toute l'électricité libre est répandue en une 
couche infiniment mince à la surface du conducteur. 11 faut 
concevoir que la formation de cette couche électrique précède 
l'établissement du courant régulier; une fois formée, son po- 
tentiel, variable d'un point à un autre, détermine le courant à 
l'intérieur du conducteur. Mais cette couche n'est pas en équi- 
libre, puisque son potentiel n'est pas constant; il semble donc 
qu'elle soit elle-même en mouvement à la surface du conduc- 
teur. 

Conducteurs linéaires. 

224-. On emploie ordinairement des conducteurs de forme 
allongée et de section très petite; on pourra, dans ce cas, re- 
garder la section normale w du conducteur comme un élément 
d'une surface de niveau et assimiler le fil à un canal orthogo- 
nal dans lequel se propage le flux électrique. En appelant / 
l'intensité du courant, c'est-à-dire la quantité d'électricité qui 
traverse la section w du fil pendant l'unité de temps, on a 

dV 
(3) ,-=^aa>^, 

d'où 

^^^ dn~ ai^' 

cette équation fait connaître la loi suivant laquelle varie le 
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l>otentiel le long du fil. Lorsque la section eu du fil est con- 
stante, on peut intégrer, et Ton a 

(5) V,_V,-.T-i-/, 

/étant la longueur du fil entre les points i et 2 dans le sens 
(lu courant; dans ce cas, le potentiel décroît en progression 
arithmétique. On en déduit 

(6) / - ^-^' ■ 

La différence V| — \\ des valeurs du potentiel aux deux ex 
irémités du fil est ce que les physiciens appellent /o/c^ élec 

iromotrice. Ils ont donné à la quantité constante — le nom 

^ «tu 

de résistance du conducteur. Nous la représenterons par À ; 
de cette manière, Téquation (6) se met sous la forme 

(7) /=iV^'. 

A 

Celte formule a été vérifiée de ])lusieurs manières : 
I* Quand la pile est formée de deux couples au lieu d'un 
^eul, le conducteur restant le même, Tintensité du courant 
devient double. Il faut, bien entendu, pour faire cette expé- 
rience, se mettre à Tabri des causes d'erreur dues à Tintro- 
duction d'un nouveau couple dans le circuit. 

2® La force électromotrice Vj — V, restant la même, si Ton 
change soit la section, soit la longueur du conducteur, on re- 
connaît que l'intensité du courant varie proportionnellement 
?i la section, et en raison inverse de la longueur. 

2Q5. Lorsque la section w du fil n'est pas constante, l'équa- 

iion (4) donne 

,., . dn 
— d\ =: i — . 

dn 
)n peut poser — ~ dl, eu. étant la résistance de l'élément t//^ 

att) 
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du fil; la résistance X du conducteur entier sera représentée 
par l'inlégrale 






de cette manière, Téquation précédente devient 



d'oii 

V, — Vj = /X, i 



V, - V, 



Cette équation a la même forme que Téquation (7). 



Travail des forces électromotrices. — Loi de Joule. 

226. Évaluons d'abord le travail de la force — m -7-) qui 

an 

agit sur une masse électrique infiniment petite m, décrivant 
dans le conducteur une ligne ab {fig. 62) orthogonale aux 

Fi g. 62. 




surfaces de niveau. Pendant le temps infiniment petit dtj la 
molécule électrique parcourt un élément dn =z MM' normal à 
une surface de niveau V; le travail élémentaire de la force 
est donc 

— m -j- dn=r. — m a\ , 
an 

et le travail total pour le déplacement ab est 

/^^(V,-V,), 
Vi et V2 élanl les valeurs du potenliel en a et b. 
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On voit que ce travail est le iiiôme que celui d'un poids m 
descendant du niveau Vj au niveau V,. 

227. Considérons maintenant un courant dans un conduc- 
teur de forme allongée, et entouré d'un milieu isolant. Soient 
«& et cûf les sections du conducteur par deux surfaces de ni- 
veau Vi et Vj {fi^. 63); cherchons le travail effeclué pendant 

Fig. G3. 




un temps infiniment petit dt par les fprces électromotrices qui 
agissent sur la masse électrique comprise entre ces deux sur- 
faces. Au bout du temps dty cette masse sera venue en 
a'b'c'd'. Une molécule quelconque m a parcouru un petit arc 
MM', et le travail élémentaire de la force qui agit sur cette 
molécule est m(V — V), V et V étant les valeurs du poten- 
tiel aux points M et M'. Pour la masse entière, le travail est 

d(B=^m{\-\'):=i^m\-^m\', 

le signe somme s'étendant à toute la masse considérée. Dans 
cette expression, V est la valeur du potentiel au point où se 
trouve une molécule électrique m au temps /, \' la valeur du 
potentiel au point m' où se trouve la môme molécule au 
temps /-hûf/. La première somme s'étend donc à l'espace 
a^cûf, la seconde à l'espace a' 6' c'û?'. Puisque le potentiel est 
indépendant du temps, il est clair que les termes qui se rap- 
portent à la partie commune a' b'cd sont égaux; on peut donc 
borner la première somme au volume infiniment petit aba'b'y 
la seconde au volume infiniment petit cdc'd'. Le potentiel 
ayant des valeurs sensiblement constantes V, et Vo dans ces 
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volumes infiniment petits, les deux sommes ont pour expres- 



sions 



^i^^h Vj^m. 



Mais les masses comprises dans les deux volumes sont égales; 
c'est la quantité frf^ d'électricité qui traverse une section dans 
le temps dt. On a donc 

Tel est le travail pendant le temps dt des forces électromo- 
trices qui agissent sur les masses électriques comprises entre 
les deux surfaces de niveau Vj et V, ; le travail pendant Tu- 
nité de temps est 

(8) (^ = {y,^\,)L 

Ce travail est le môme que celui d'un poids i descendant du 
niveau Vi au niveau V,. 

228. D'après le théorème général des forces vives, le travail 
d(s des forces éleclromotrices pendant le temps dt est égal à 
la variation de force vive de la masse électrique considérée 
abcdy plus le travail extérieur accompli. Or ce travail extérieur 
consiste en une certaine quantité de chaleur communiquée au 
conducteur, plus le travail nécessaire pour faire varier l'éner- 
gie potentielle du conducteur, si celui-ci éprouve quelque 
changement d'état ou une transformation chimique, plus enfin 
le travail mécanique extérieur proprement dit, si les pièces 
du conducteur sont mobiles et accomplissent un travail exté- 
rieur. Nous supposerons, pour le moment, que le conducteur 
n'éprouve aucune variation d'énergie potentielle et n'accom- 
plit aucun travail extérieur. D'un autre côté, comme nous l'a- 
vons déjà remarqué (n° 220), la force vive de la masse élec- 
trique paraît être très petite et négligeable. On dira donc, 
dans ce cas, que le travail des forces électromotrices est égal 
à la quantité, de chaleur développée dans le conducteur. 

Pour un conducteur linéaire, si Ton remplace V| — Vj par 
sa valeur tirée de l'équation (7), on a 

(9) Cn = XiK 
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La quantité de chaleur développée dans le conducteur est 
proportionnelle à la résistance du conducteur et au carré de 
r intensité du courant. C'est la loi que M. Joule a trouvée par 
Texpérience. 

229. Nous avons vu que le travail des forces électronio- 
trices, pendant chaque unité de temps, est é^al à celui d'un 
poids i descendant du niveau Vi au niveau V,; ceci nous con- 
duit à une manière très simple de représenter le phénomène. 
Imaginons le conducteur linéaire rectifié suivant MjM, {fig. 64), 

l'ig. 64 . 




et par chaque point M élevons une ordonnée MA égale à la 
valeur du potentiel en ce point ; nous obtiendrons une courbe 
Al A As sur laquelle nous pourrons concevoir que s'accomplit 
le mouvement du poids i. Lorsque la section w du conducteur 
est constante, la variation Vi — V, du potentiel étant propor- 
tionnelle à la longueur MiM (n** 224), le courant est figuré par 
le mouvement du poids sur une droite A1A2. 

230. Pour compléter cette étude, considérons le mouve- 
ment de l'électricité dans un conducteur quelconque ; la masse 
électrique enveloppée par une surface fermée S à l'intérieur 
du conducteur se déplace et occupe, après le temps dt^ une 
position infiniment voisine S' {fig. 6^). Le travail des forces 
électromotrices qui agissent sur cette masse est 

dlB=^m{\ — \')=z^m\-'^m\', 

la première somme s'étendant au volume S, la seconde au 
volume S'; comme on peut supprimer la partie commune, il 
suffit d'évaluer les termes relatifs aux parties restantes ASB, 
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AS'B. Dans la première somme, m est la quantité d'électricité 
qui entre dans le volume S par un élément ab de la partie ASB 
de la surface ; dans la seconde somme, m est la quantité d'é- 
lectricité qui sort du volume S par un élément a' b' de la par- 
tie ASiB. Si donc on affecte du signe -f- ou du signe — la 



il 




11 



quantité d'électricité qui traverse un élément quelconque de 
la surface S, suivant qu'elle sort ou qu'elle entre dans le vo- 
lume enveloppé par cette surface, on aura 

la somme s'étendant à la surface entière. Mais si l'on mène la 
normale H à chaque élément d^ de la surface vers l'extérieur, 
et si l'on appelle dn un élément de cette normale, la quantité 
d'électricité qui traverse cet élément dans le temps dt sera 
exprimée avec le signe convenable par la formule (n° 221) 

m^=. — adt -r- d<s, 
dn 

On aura donc 

d^ = <^dt^\^^d^. 

Le travail pendant l'unité de temps est 
(lo) ^'^'^2^^'^'- 
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CHAPITRE V, 

PILE ÉLECTRIQUE. 

Principe de Volta. — Mesure des actions cliimiqucs. — Elcctrolytes et 
électrolyseurs. — Équivalents clectrochinii(|ucs. — Théorie de la pile. 



Principe de Volta. 

231. Volta a admis que le simple contact de deux métaux 
suffit pour leur donner des états électriques différents; Tun 
d'eux se charge d'électricité positive, Tautrc d'électricité né- 
gative. L'hypothèse de Volta est adoptée aujourd'hui par un 
grand nombre de physiciens, et elle paraît confirmée par l'ex- 
périence. On peut énoncer cette hypothèse en disant que le 
potentiel a sur chacun des métaux A et B en contact une 
valeur constante , puisque l'équilibre existe dans chacun 
d'eux, mais que ces deux valeurs Y a et V^ sont inégales. Sup- 
posons que l'on ait, par exemple, Yi, > V^; si l'on pouvait réu- 
nir ces deux métaux par un fil conducteur sans introduire de 
nouveau contact dans le circuit (y?^. Ç^^), il se produirait un 




courant; mais l'expérience n'est pas possible dans ces condi- 
tions : les autres contacts que l'on introduira nécessairement 
dans le circuit détruiront l'effet du premier. 

B. — Chaleur n 17 
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Nous figurerons cet élat des lames en contact par deux 
droites horizontales V^ et V^, placées à des hauteurs diffé- 
rentes (y^. 67); le potentiel varie très rapidement dans le 

Fîg. 67. 






voisinage du contact. Il est probable que ce changement dans 
la valeur du potentiel n'a pas lieu brusquement, mais qu'il 
se produit d'une manière continue entre deux surfaces très 
voisines de la surface de contact, de même que, dans une 
bouteille de Leyde à verre mince, le potentiel est constant sur 
chacune des armatures et passe d'une valeur à l'autre d'une 
manière continue entre deux points éloignés seulement de 
l'épaisseur du verre. 

232. Le principe de Volta s'applique dans tous les cas, aussi 
bien au contact des liquides avec les solides, ou des liquides 
entre eux, qu'au contact des métaux; mais à ce point de vue 
particulier les corps se partagent en deux classes parfaitement 
distinctes. 

I*» Si l'on considère un conducteur formé de plusieurs mé- 
taux, à la môme température, soudés bout à bout, de manière 
à constituer une chaîne continue, la différence de potentiel 
des métaux extrêmes est la même que si ces métaux se trou- 
vaient directement en contact. 

Celte loi des contacts successifs est une conséquence néces- 
saire du principe de la conservation de l'énergie. Supposons, 
en effet, que la chaîne conductrice soit terminée par des mé- 
taux identiques A et A', et qu'il existe entre eux une difTé- 
rence de potentiel. Si Ton ferme le circuit en joignant ces 
deux métaux par un fil de même nature, ce fil deviendra le 
siège d'un courant électrique qui se propagera dans le circuit 
tout entier. Il y aura alors un dégagement de chaleur d'après 
la loi de Joule, sans aucune dépense équivalente. 
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2<> Toutefois la loi des contacts successifs n'apparaît comme 
nécessaire que s'il n'existe dans le circuit aucune source d'é- 
nergie corrélative du passage de l'électricité. Lorsque ce cir- 
cuit renferme des liquides, il peut se produire, soit entre les 
liquides, soit entre eux et les métaux, des réactions qui déga- 
gent de la chaleur et fournissent Ténergie nécessaire à Ten- 
tretien du courant. Il n'y a donc pas lieu de s'étonner que les 
contacts dans lesquels interviennent des liquides n'obéissent 
pas, en général, à la loi des contacts successifs. 

233. Volta a cherché, en associant des conducteurs qui ap- 
partiennent aux deux classes précédentes, à constituer un cir- 
cuit dans lequel il serait possible d'établir entre deux points 
une différence de potentiel permanente, de manière à obtenir 
un courant continu. 

On appelle couple un ensemble de conducteurs terminé par 
des métaux identiques entre lesquels existe une différence de 
potentiel. Ce serait le cas, par exemple, d'une chaîne formée 
par les corps suivants : 

cuivre-zinc-eau-cuivre. 

Le dernier cuivre est à un niveau électrique plus élevé que 
le premier et la différence de ces deux potentiels constitue la 
force électromotrice du couple. On voit qu'en ajoutant bout à 
bout 2, 3, . . ., /i couples successifs, la différence de potentiel 
des métaux extrêmes est égale à 2, 3, . . ., /i fois celle du pre- 
mier couple. L'ensemble de ces couples constitue une pile 
électrique. 

Mesure des actions chimiques. 

234. Les phénomènes chimiques sont accompagnés de dé- 
gagement ou d'absorption de chaleur, et le plus souvent de 
courants électriques ; ces différents effets sont dus au travail 
des forces moléculaires, ou des affinités chimiques. 

Considérons un mélange de plusieurs éléments, et suppo- 
sons d'abord qu'il ne soit soumis à aucune action extérieure. 
Sous l'influence de leurs actions mutuelles, ces éléments peu- 
vent se grouper de différentes manières et prendre plusieurs 
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étals d'équilibre stable, auxquels correspondent différentes 
valeurs minima de Ténergie potentielle. Le jeu naturel des 
forces intérieures est de produire un travail positif; par con- 
séquent, quand le système passe d'un état d'équilibre à un 
autre, il y a toujours diminution de l'énergie potentielle, et, 
si on laisse le système revenir à la môme température, il y a 
dégagement d'une quantité de chaleur équivalente au travail 
des forces intérieures ou à la diminution de l'énergie poten- 
tielle. Au contraire, pour faire revenir le système du second 
état au premier, il faut lui fournir une quantité de chaleur 
équivalente à l'augmentation d'énergie potentielle. Il résulte 
de là que l'on peut adopter comme mesure de l'action chi- 
mique la quantité d'énergie calorifique dégagée ou absorbée 
pendant la transformation. 

Parmi les différents états d'équilibre, il en est un particu- 
lièrement remarquable : c'est celui pour lequel l'énergie po- 
tentielle est nulle; c'est l'état le plus stable; si le système y 
arrivait, il ne pourrait plus éprouver aucune transformation 
par le jeu seul des forces intérieures ; pour le tirer de cet état, 
il faudrait lui communiquer une certaine quantité d'énergie 
calorifique. 

Les phénomènes sont plus complexes lorsque le système 
est soumis à des forces extérieures, par exemple à une pres- 
sion uniforme, ce qui est le cas ordinaire. Les différents étals 
d'équilibre que peut prendre le système dépendent de celte 
pression. Si, après une transformation, c'est-à-dire après le 
passage d'un état d'équilibre à un autre, on laisse le système 
revenir à la même température, la variation d'énergie poten- 
tielle est égale à la quantité d'énergie calorifique absorbée ou 
dégagée par le système, plus le travail qui correspond à la 
pression extérieure. 

Les combinaisons chimiques sont accompagnées ordinaire- 
ment d'un dégagement de chaleur et d'une diminution de vo- 
lume. Il y a alors une diminution d'énergie potentielle égale à 
l'excès de l'énergie calorifique dégagée sur le travail de la 
pression. 

Les décompositions s'effectuent ordinairement à l'aide d'une 
absorption de chaleur, et il se produit en même temps une 
augmentation de volume. Il y a alors une augmentation d'é- 
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nergie potentielle égale à l'excès de Ténergie calorifique ab- 
sorbée sur le travail extérieur accompli par le corps pendant 
sa dilatation. Toutefois il y a des combinaisons qui sont ac- 
compagnées d'une absorption de chaleur^ et des décomposi- 
tions qui s'effectuent avec dégagement de cbaleur. 

Électrolytes et électrolyseurs. ^ Équivalents électrochimiques. 

235. La considération des quantités de cbaleur dégagées ou 
absorbées dans les opérations chimiques et dans les courants 
électriques établit un lien, et comme une commune mesure, 
entre ces deux catégories de phénomènes. Supposons qu'un 
liquide, renfermant en dissolution un corps composé, soit tra- 
versé par un courant électrique constant; sous l'influence du 
courant, le composé est détruit, les éléments sont transportés 
en sens opposés, et cette décomposition absorbe une certaine 
quantité de cbaleur, qui est fournie par le courant, c'est-à-dire 
qui est produite par le travail des forces électriques. Nous 
avons vu (n<»227) que le travail des forces électromotrices 
entre deux surfaces de niveau pendant l'unité de temps est 
égal au produit de Tintensité i du courant par la différence 
des valeurs du potentiel sur ces deux surfaces. Si donc on ap- 
pelle Q la quantité de chaleur absorbée par l'opération chi- 
mique pendant l'unité de temps, et II l'abaissement du poten- 
tiel ou du niveau électrique, à l'endroit où elle s'accomplit, le 
travail des forces électromotrices étant H e, on aura l'équation 

(i) Q = lli. 

Inversement, si deux corps susceptibles de se combiner 
sont placés dans un liquide traversé par un courant, la com- 
binaison s»'opère, et elle dégage une certaine quantité de cha- 
leur qui produit une élévation du niveau électrique, à l'endroit 
où se fait la combinaison. La quantité de chaleur Q dégagée 
par l'opération chimique pendant l'unité de temps et l'éléva- 
tion H du potentiel sont encore liées par la relation Q = Hi, 
Cette équation peut être appliquée aux deux cas de la ques- 
tion, si l'on convient de regarder l'action chimique comme 
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pour les corps qui se combinent sur le passage d'un courant 
électrique. 

En généralisant cette loi de Faraday, on peut définir les 
équivalents électrochimiques de lous les corps : ce sont les 
poids de ces corps qui se combinent ou se dissocient, pendant 
Tunité de temps, sur le trajet d'un courant dont l'intensité est 
égale à Tunité. 

Théorie de la pile. 

238. Considérons un couple alimenté par la dissolution du 
zinc dans un liquide quelconque. Appelons q la (juanlité de 
chaleur produite parla dissolution d'un kilogramme de zinc 
dans le liquide, et a l'équivalent électrocbimique du zinc, 
c'est-à-dire le poids du zinc qui se dissout pendant l'unité de 
temps sur le trajet d'un courant dont l'intensité est égale à 
l'unité. Lorsque l'intensité du courant est «, le poids de zinc 
dissous est ai, et l'action- chimique correspondante qai. Si la 
pile est formée de n couples placés les uns à la suite des 
autres, et par conséquent traversés par le môme courant, 
l'action chimique est /lo/y/. 

Supposons les deux pcMes de la pile réunis par un fil con- 
ducteur homogène et à la môme température dans toute sa 
longueur; appelons X' la résistance du fil et X'' celle de chacun 
des couples de la pile; la résistance totale du circuit sera 
X = X' -f- /iX". En égalant l'action chimique de la pile à la quan- 
tité d'énergie calorifique qui se dégage dans le circuit fermé, 
on a l'équation 

( 2 ) naqi •= X t*, 

d'où l'on déduit 

naq 

ou 

(3) i=^'^.- 

Lorsque le nombre des couples n'est pas trop grand et que 
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la résistance n\" de la pile est très petite par rapport à celle 
du fil, on a approximativement 



(4) 



. naq 

^- — ; 



rintensité est à peu près proportionnelle au nombre des cou- 
ples. 

Remarquons que l'intensité du courant n'augmente pas in- 
définiment avec le nombre des couples de la pile; elle tend 
vers une limite finie 



(5) 



aq 



239. Nous pouvons suivre aisément les variations du poten- 
tiel dans cet appareil. Supposons, pour simplifier, que l'action 
chimique de chaque couple de la pile se manifeste sur une de 
ses faces, par exemple sur la première face, dans le sens du 
courant {fig. 68); elle produira en ce point une élévation de 

Fig. 68. 




B A 



niveau h qui sera donnée par Féquation qaiz=zhiy d'où h=aq\ 
mais, en traversant l'épaisseur du liquide qui remplit le vase, 
le courant éprouve ensuite une perte de niveau égale à l'i) 
de sorte que l'élévation provenant du premier couple sera 
égale seulement à la différence aq — Vi. L'élévation prove- 
nant de la pile entière sera naq — nV L Si donc on désigne 
par Vi la valeur du potentiel au pôle positif de la pile, et par 
Vj sa valeur au pôle négatif, on aura 

Vi — V2 = naq — nl'^i. 

Le potentiel diminue ensuite le long du fil, depuis le pôle po- 
sitif jusqu'au pôle négatif. L'élévation naq produite parles 
actions chimiques est la force électromotrice de la pile. En 
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galant cette quantité à la perte de niveau due à la résistance 
e tout le circuit, on a 

naq t= X/ = (à' -h /i)/)i, 

t Ton retrouve ainsi l'équation (3). 

240. Supposons maintenant qu'on place un électrolyte sur 
e trajet du conducteur. Soit a' Téquivalent électrochimique 
lu composé dissous et q' la quantité de chaleur nécessaire 
)our décomposer i kilogramme de ce corps; le poids décom- 
posé pendant Tunité de temps est a'i^ et la chaleur ahsorhée 
x'q'i. L'action chimique de la pile étant égale ici à l'énergie 
calorifique qui se dégage dans le circuit fermé, plus celle qui 
I servi à décomposer l'électrolyte, on a Téquation 

naqi m X e* -h a'q' i^ 

3ÙX désigne la résistance de tout le circuit, y compris Télec- 
rolyte. On en déduit 

;6) j__ naq — a'q' 

A 

Nous remarquons d'abord que la présence de l'électrolyte 
diminue l'intensité du courant; elle produit à cet endroit un 
abaissement du niveau électrique. Nous voyons ensuite que, 
^our que le courant existe, il faut que la condition naq>a! q^ 
^it remplie, c'est-à-dire que l'action chimique de la pile soit 
►Jus grande que celle de l'électrolyte : c'est ce que l'expé- 
*ence a vérifié. En augmentant le nombre des couples de la 
île, on peut toujours effectuer la décomposition. 

241. Si Ton place dans le circuit plusieurs électrolytes, 
U'on appelle a', a" y , . , leurs équivalents électrochimiques, 
' ^'> ^% • • • les quantités de chaleur nécessaires pour la dé- 
imposition de 1^8 de ces différents corps, on aura de mémo 

naqiz=z Xe* -^a'q'i-h a^q'^ '\- . . ., 

Où l'on déduit 

naq ^ (a' q' -\- a" q" -\- . , .) 
i — • 
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La résistance totale X du circuit comprend la résistance de la 
pile, celle du fil conducteur, plus les résistances Xi, Xj,. . . des 
différents éleclrolytes, 

X =r X' H- ny -h Xi -h X, H- 

Pour que le courant existe, il faut encore que Ton ait 



.t ^r 



naq > a' q' -4- a' q" -h . . . , 

c'est-à-dire que Faction chimique de la pile soit plus grande 
que la somme des actions chimiques des éleclrolytes. 
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CHAPITRE VI. 

COCRAXTS THERMO-ÉLECTRIQUES. 

ience de Seebeck. — Phrooméncs d'in version. — Ilypoihcsc de M. Tait. 

— Expcricoce de Pcllier. 



Expérience de Seebeck. 

l. La dilîérencc des niveaux électriques, qui existe au 
ict de deux métaux, dépend essentiellement de la teuipé- 
e; elle est ordinairement d*autant plus grande que la 
lérature est plus élevée. Si Ton forme un circuit avec 

métaux réunis par deux soudures, ce circuit ne peut 
traversé par un courant que si la différence des niveaux 
riques n*est pas la même aux deux points de contact. Le 
m le plus simple do rendre ces différences de niveau iné- 

est de porter Tune des soudures à une température plus 
îc que l'autre; c'est rexpéricncc de Seebeck. 
ientdonc deux métaux A et B soudés aux deux points m 




(y^o • ^)> ^^ première soudure étant à la température t, 
eonde à une température plus élevée t'. Appelons \a et 
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\'a les valeurs du potentiel sur le métal A aux points m et m'y 
V^ et \'b les valeurs sur le métal B aux mêmes points. Suppo- 
sons les deux métaux de telle nature qu'au point de contact 
le potentiel ait sur le second une valeur plus grande que sur 
le premier, c'est-à-dire que les deux différences V^ — Vi, 
\h — Va soient positives, et admettons que le courant par- 
coure le métal A en allant de m vers m'; désignons par X^ et 
X^ les résistances des conducteurs A et B, et par X la résistance 
totale \a + ^b du circuit. L'intensité du courant a pour expres- 
sion dans le conducteur A 



et dans le conducteur B 



• 

l — 


Va-V„ 


K ' 


• 

l 


V* - V* 



Ces deux quantités étant égales, on en déduit 

._ ya-Yn _ v;,-Va _ (v;,-v;,)-(v*-v„) 



X 



a 



Si Ton pose 

H=v,-Va, n' = v,-v;, 

on obtient la formule 

/ \ .H' — H 

(!) '^—)-- 

Lorsque les deux soudures sont à la môme température, on 
a H = H', et, par suite, e = o; le courant est nul. Mais, si la 
soudure m' est à une température plus élevée que m, la diffé- 
rence H' est plus grande que II, et le courant a lieu dans le 
sens indiqué par la flèche. 

243. Le phénomène sera figuré de la manière suivante : 
imaginons le circuit rectifié suivant m' mm' {Jig. 70); au point 
de contact m\ le poids d'électricité i a été élevé du niveau 
Va au niveau Vi; il descend ensuite, comme sur un plan in- 
cliné, jusqu'au niveau V/, ; là, au point de contact m, il tombe 
du niveau V/, au niveau Va, et revient, par un second plan in- 
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clinéy au niveau primitif Va ; puis recommence indéfiniment 
le même mouvement. 

Dans le voisinage du contact m\ le travail des forces électro- 
motrices est négatif et égal à /( ¥« — V/,)= — (W. Pour main- 
tenir la température constante, il faudra placer là un corps 
extérieur K, à la température t\ qui fournisse, pendant 
chaque unité de temps, une quantité de chaleur équivalente 
Q, 1= iH'. Au contraire, dans le voisinage du contact m, les 

Fig. 70. 




forces électromolrices produisent un travail positif et égal à 
iiYb — Va) = «H; elles développent donc en cet endroit une 
quantité de chaleur Q, = «H, qu'on pourra absorber par un 
corps extérieur Ki à la température ty et placé à cet endroit. Il 
se dégage en outre le long des conducteurs A et B des quanti- 
tés de chaleur égales à «(Va — Vfl) et /(Vi — V^). Ainsi il entre 
dans le circuit une quantité de chaleur Qj par la soudure m', 
et il en sort une quantité Qi par la soudure m; la différence 
Q, — Qi est transformée en un travail électrique, qui lui- 
même se change en chaleur se dégageant le long de Tare con- 
ducteur. Il est évident que la quantité Q, — Qi est égale à 
celle qui se dégage sur les conducteurs. 

L'ensemble de deux métaux dont les soudures sont main- 
tenues à des températures différentes constitue un couple 
thermo^lectrique. 



244. Considérons maintenant un circuit formé d'un nombre 
n quelconque de métaux A, B, . . ., G, soudés en mj, mj, . . ., 
et supposons que le courant marche dans le sens indiqué par 
la flèche {fig. 71). Si nous désignons par Va et Va les valeurs 
du potentiel sur le métal A aux points /n„ et m„ par V^ et VJ, 
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les valeurs du potentiel sur le métal B en m, et m,, et ainsi de 
suite, et si nous appelons, comme précédemment, X^, X^, . . ., 




X^ les résistances des différents métaux et X la résistance to- 
tale, nous aurons 

l r r ... z ) 

d'où, en combinant par addition ces rapports égaux, 

._ (v„ ~ v;,) + (V.- v;,^ .^ . . . -4. ( v. - v,) 



X 




Si l'on pose 




Ha^-V.-V:,, II,,^V,-.Vi, 


. . . , 


cette équation devient 




'- X 




ou, plus simplement. 




(2) i ^- 





Les différences II de niveau électrique aux soudures sont 
positives ou négatives; leur somme représente la force élec- 
tromotrice totale E du circuit. Lorsque cette somme algé- 
brique est positive, le courant marche dans le sens indiqué 
parla flèche; lorsqu'elle est négative, le courant marche en 
sens contraire. 
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La somme algébrique des quantités de chaleur absorbées ou 
dégagées aux surfaces de contact des métaux est 

elle est égale à la quantité qui se dégage le long du circuit 
(n»228). 

Lorsque toutes les soudures sont à la môme température, il 
ne se produit pas de courant, puisque les métaux obéissent à 
la loi des contacts successifs (n<»232); on a, dans ce cas, 
SH = o, et, par suite, Q = o. 

24.5. Dans un circuit qui renferme un couple thermo-élec- 
trique, il y a absorption de chaleur sur une des soudures à la 
température t' et dégagement de chaleur sur l'autre soudure 
a la température t. M. Clausius a assimilé cet appareil à une 
machine à vapeur dans laquelle le corps extérieur Kj serait le 
foyer (n® 2^3), ou la source de chaleur, et K, le condenseur 
ou le réfrigérant, et il lui a appliqué par analogie le théorème 
de Carnot. Si Ton appelle T, et ïj les températures absolues 
des soudures m et m', on a 

ou bien 

IL - fît _ T,-T, 

Hi ~ Ji 

Supposons que les températures des deux soudures différent 
infiniment peu Tune de l'autre, et soient 

Ti = T, ÏJ = T + cn\ 

ni = if, iu = n-^du, 

on déduit de l'équation précédente 

dUcîT 
11 ~ ï ' 

logll — logaT, 

llzziaT, 

le coefficient a étant un nombre constant pour deux métaux 
donnés. La différence de niveau électrique qui s'établit au 
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contact de deux métaux serait donc proportionnelle à la tem- 
pérature absolue du contact. 
On en déduit encore 



et, par suite, 



lI,-lI, = a(T,-Ti), 



,_ a(T,-Tt) 



L'intensité du courant serait proportionnelle à la différence 
de température des soudures. Cette loi se vérifie en effet quel- 
quefois pour des différences de température très étendues, et 
Ton dit alors que les deux métaux forment un couple à marche 
uniforme. 

246. On peut rendre ce raisonnement plus rigoureux en 
choisissant des conditions telles que l'appareil constitue une 
machine réversible. Supposons en effet que le circuit des deux 
métaux A et B {Jig. 72 ), dont les soudures sont aux tempéra- 

Fig. 72. 




tures Ti et Tj, soit interrompu en un point du métal A et 
qu'on y intercale un électrolyte qui donne une force électro- 
motrice E de sens contraire et plus faible. Si Ton appelle X 
la résistance totale et i l'intensité du courant, la chaleur 
i(H, — Hi) fournie au système des métaux A et B se partage 
en deux parties, dont l'une, «^X, échauffe le circuit tout entier 
et l'autre, e'E, se dégage sur l'électrolyte, où elle produit un 
travail correspondant. On aura donc 

Si la différence (IIj — Hj) — E = a est très petite, le cou- 
rant est très faible et le terme e^X négligeable. 
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Supposons maintenant que, par un moyen quelconque, on 
fasse croître la force électromotrice de Téleclrolyte jusqu'à 
une valeur E', de façon qu'on ait E' — (H, — Hi) = a : le cou- 
rant change de sens en conservant la même valeur; les réac- 
tions chimiques changent de signe et fournissent cette fois 
un travail *E', d'où résulte un dégagement de chaleur iHj sur 
la soudure chaude et une absorption /Hi à la soudure froide 
des métaux A et B. 

A part le dégagement de chaleur î^l qui a lieu le long du 
circuit, lequel représente une fraction aussi faible qu'on le 
veut de la chaleur totale mise enjeu, l'appareil se comporte 
donc comme une machine réversible, fonctionnant entre les 
températures Tj etT,; les quantités de chaleur e'H, et *Hi, 
l'une fournie par la soudure chaude, l'autre absorbée par la 
soudure froide, doivent satisfaire au théorème de Carnol. 

Phénomènes d'inversion. 

247. Dans la plupart des cas cependant, cette loi ne se vé- 
rifie pas. Le courant produit dans un circuit de deux métaux 
par l'échaufiFement d'une soudure croît bien à mesure que la 
température s'élève, mais le rapport de l'accroissement d'in- 
tensité du courant à l'accroissement de température va en di- 
minuant. Pour certains métaux, l'intensité du courant passe 
par un maximum, puis diminue jusqu'à devenir nulle, et le 
courant peut môme changer de signe. Quand on chauffe, par 
exemple, l'une des soudures d'un circuit formé de cuivre et 
de fer, l'intensité du courant est maximum lorsque la diffé- 
rence des températures des soudures est voisine de i5o<»; elle 
est nulle pour une difiFérence d'environ 3oo% et si l'on conti- 
nue de chauffer, il se produit un courant en sens contraire. 
Cette immersion du courant a été découverte par Cumming. 

248. Pour rendre compte des phénomènes d'inversion, il 
est nécessaire d'étendre le principe de Volta, en admettant 
que deux parties d'un même métal qui sont à des tempéra- 
tures difiFérentes ne jouissent pas des mêmes propriétés élec- 
triques et prennent une différence de potentiel quand on les 
met en contact. Cette différence de potentiel dépend de la na- 

B. — Chaleur. i8 
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ture du métal et des températures des deux parties en contact. 
Pour un conducteur dont tous les points ne sont pas à la même 
température, le potentiel varie ainsi d'une manière continue 
depuis le point le plus chaud jusqu'au point le plus froid. 

Considérons un circuit de deux métaux A et B dont les sou- 
dures sont aux températures Tj et T,. Soit dh Taccroissement 
de potentiel qui correspond à une variation dt de tempéra- 
ture, dha et dhb les valeurs de ces accroissements sur les mé- 
taux A et B. 

Le circuit peut être considéré comme formé d'une série de 
différents métaux ne présentant de différences de niveau qu'à 
leurs points de contact successifs. La force électromotrice 
totale a pour expression 

T T 

E=:H,-Hi-+- r 'dha— f dhb. 

Si la différence T, — Tj des températures est infiniment petite, 
cette équation devient 

//H 

rfE = ^ rfT -f- dha - dht. 

Lorsque le courant i est très faible, l'appareil peut encore 
être assimilé à une machine réversible. En appliquant le 
théorème de Carnot, on obtient l'équation 

Hw' _ Hrf _^ r^* if^a_dht\_ 

qui donne pour des températures infiniment voisines 
(3) dŒ\+~idK-dh,)^o. 

Posons Tjr = d^y [x étant une fonction de la température 

caractéristique de chaque métal, à laquelle on peut donner le 
nom à' entropie électrique, et représentons encore par jx^ et ^f-b 
les valeurs de cette fonction pour les métaux A et B. L'équa- 
tion précédente devient 



{jj—dv-b — 



d^ay 
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OU 

(4) j=f*6 — fA«. 

La différence de potentiel au contact de deux métaux est donc 
égaie au produit de la température absolue par la différence 
des entropies électriques des deux métaux à la température 
de la soudure. 
En tenant compte de ces équations (3) et (4), on obtient 

(5) E=r \i,,.-<x„)dT=-.f '^Lrr. 

•^T, *^T, 

On appelle point neutre de deux métaux la température T^ 
à laquelle ils ont la môme entropie. On a alors 

( l>-h — i^u)n — o, et, par suite, II„ = o. 

Au point neutre, deux métaux en contact n'ont aucune diffé- 
rence de potentiel; pour une température constante à la sou- 
dure froide du couple formé par les deux métaux, la force 
électromotrice est alors maximum. Cette interprétation du 
phénomène est due à M. William Thomson. 



Hypothèse de M. Tait. 

249. Si Ton admet, avec M. Tait, que Tentropie électrique 
d*un métal croît proportionnellement à la température, on 
peut poser, en désignant par A et ka, B et kt, des constantes 
caractéristiques des deux métaux, 

|Xrt = A4-A-rtT, 

Avec cette hypothèse, Téquation (4) donne 

- = [j-h -- \J-a = (B — A ) -h {kfy — ka)T; 
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il en résulte pour point neutre 

* // — y: "" t.' 
f^a — f^b 

et, par suite, 

(6) "=(A:«-X:,)(T„-T). 

L'expression de la force électromotrice totale (5) devient 
alors 

E = ika-kb)f Vr«-T)efr 

= (A'a - Âv,) (ï,- T,) [t„ - ^ (Ti + T,)]- 

L'expérience indique, en effet, qu'en désignant par a une 
constante, la force électromolrice d'un circuit de deux métaux 
peut être représentée par la formule empirique 

E.= a(T,-T,)[T;,-^(T, + T,)], 

dans laquelle T;^ désigne la température de la soudure chaude 
qui correspond au maximum d'intensité. 
Il en résulte 

îi^«r(T„-T), 

ce qui est conforme à l'hypothèse de M. Tait. 

Lorsqu'un couple thermo-électrique est à marche uniforme, 

H 

le quotient =^ est une constante d'après l'équation (5). Dans 

ce cas, la différence fx^ — f*a des entropies électriques des 
deux métaux est constante et la différence de potentiel de 
contact H est proportionnelle à la température absolue. 



Expérience de Peltier. 

250. Considérons un arc conducteur formé de deux métaux 
A et B en contact au point m ( fig. 78 ) ; on fait traverser ce 
conducteur de A à B par un courant cf une origine quelconque, 



I 
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î»77 



et nous supposerons d'abord que le conducteur est si la môme 
température dans toute son étendue. Soient V, et V, les va- 

Fig. 73. 




V, 



leurs du potentiel aux deux extrémités de Tare, Va et V^ les 
valeurs sur les deux métaux au contact, on aura 



^.^ Vl-Va ^V/.-V» 



^a 



fh 



et, par suite, 

(7) 



^.^ (Vi-V.) + (V,-Vj 



Lorsque la différence de niveau V^— Va est négative, comme 
dans la Jig. 74, il y a au contact chute électrique, par suite 



Fîg. 74. 



Fig. 75. 





production d'un travail positif, ou d'une quantité de chaleur 
^•(Va-V,). 

Si un réfrigérant extérieur n'enlève pas cette chaleur à 
chaque instant, la soudure s'échauffe ; c'est un phénomène 
qui a été observé depuis longtemps. 

Au contraire, lorsque la différence Yb — Ya est positive, 
comme dans Idifig. 75, l'élévation du poids électrique iAxx ni- 
veau Va au niveau V^ exige la consommation d'une quantité 
de chaleur i( V^ —Va). Si la soudure n'est pas en communi- 
cation avec une source qui la lui fournisse constamment, la 
chaleur sera empruntée au conducteur lui-même, et il se pro- 
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duira au point de contact un abaissement de température. 
Tel est le phénomène observé par Peltier, et qui était resté 
longtemps sans explication. 

251. Considérons, plus généralement, un arc conducteur 
formé de plusieurs métaux A, B, C, . . . , G, qui se touchent 
en mj, m,, . . . {fig* 76); on fait passer à travers ce conduc- 




teur un courant électrique produit par une cause quelconque. 
Appelons Vj et V, les valeurs du potentiel aux deux extrémités 
de Tare, Vi la valeur du potentiel sur le métal A au contact 
mi, Vft et Vi les valeurs du potentiel sur le métal B en m^ et 
m,, et ainsi de suite ; nous aurons 

^.^v,~v:, V,~V',_ _v^-v, 



\a ^b V 



et, par suite, 






Pour tenir compte de tous les contacts qui existent dans un 
circuit fermé, il faut supposer que le dernier métal G est le 
même que le premier A. En un point est placée une source 
d'électricité, par exemple une pile, qui produit en ce point 
une différence Vj —V, dans le potentiel. La formule (8) peut 
s'écrire plus simplement 
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Le terme X renferme en outre la résistance de la pile, si cette 
résistance n'est pas négligeable. 

Lorsque, dans un circuit fermé, tous les contacts sont à la 
même température (n« 232), on a i:Il= ; la somme algé- 
brique des quantités de chaleur absorbées par les soudures 
est nulle, et Tintensité du courant est la même que s'il n'y 
avait pas de contact. 

252. Les variations de potentiel qui existent le long d'un 
conducteur dont les différents points ne sont pas à la même 
température donnent aussi lieu, lorsque ce conducteur est 
traversé par un courant, à un dégagement ou à une absor- 
ption de chaleur. Ces effets calorifiques sont encore, comme 
dans le phénomène de Peltier, proportionnels à l'intensité du 
courant. 

Considérons, par exemple, une barre de métal cylindrique 
dont le milieu est à la température de loo*» et les deux extré- 
mités à o®, et supposons que l'entropie électrique \>. de ce 
métal croisse avec la température, c'est-à-dire que le coeffi- 
cient k soit positif (n*249); le potentiel ira en croissant des ex- 
trémités de la barre jusqu'au milieu. Si l'on fait passer dans 
cette barre un courant assez faible pour que réchauffement dû 
à la résistance du conducteur soit négligeable, il y aura absor- 
ption de chaleur aux points où le potentiel croît dans le sens du 
courant, c'est-à-dire en avant du point milieu, et dégagement 
de chaleur de l'autre côté. La symétrie de température qui 
existait d'abord sera donc détruite et il se produira une sorte 
de transport électrique de la chaleur dans le sens du courant. 
Le transport a lieu en sens inverse lorsque la valeur de k est 
négative. M. W. Thomson a vérifié directement cette consé- 
quence, qu'il avait prévue par la théorie. 
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CHAPITRE VIL 

MAGNÉTISME. 

Loi de Coulomb. — Aimant élémentaire. — Feuillet magnétique homo- 
gène. — Énergie relative de deux feuillets. — Action d'un pôle sur un 
feuillet. — Action réciproque de deux feuillets. 



Loi de Coulomb. 

253. On explique les phénomènes magnétiques par une 
hypothèse identique à celle qui a servi pour rendre compte 
des phénomènes électriques, en admettant qu'il existe deux 
fluides magnétiques, analogues aux fluides électriques; Tai- 
mantation consiste dans la séparation des deux fluides, mais, 
tandis que les fluides électriques peuvent se séparer effective- 
ment et passer d'un corps à Tautre, la séparation des fluides 
magnétiques ne s'opère que dans les particules du corps, de 
sorte que chacune d'elles contient toujours des quantités égales 
des deux fluides. La loi de l'action étant toujours celle du carré 
de la distance, d'après les expériences de Coulomb, l'action 
réciproque de deux masses magnétiques m et m' infiniment 
petites, situées à la distance r, peut être encore représentée 
par la formule 

Cette action est négative ou positive, c'est-à-dire répulsive ou 
attractive, suivant que les deux masses sont de même signe 
ou de signes contraires, et Ton prend comme unité de masse 
magnétique une masse telle qu'une masse égale et de signe 
contraire placée à l'unité de distance exerce sur elle une ac- 
tion égale à l'unité. 

Sans qu'il soit nécessaire de répéter les raisonnements déjà 
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faits au sujet de l'électricité, on voit qu'un système magné- 
tique quelconque peut être défini par son potentiel. Il existe 
de même des surfaces de niveau magnétiques; la force magné- 
tique, c'est-à-dire l'action qui s'exercerait sur une masse ma- 
gnétique positive égale à l'unité, est en chaque point normale 
à la surface de niveau correspondante; les composantes de la 
force, parallèles aux axos de coordonnées, sont égales et do 
signes contraires aux dérivées partielles correspondantes du 
potentiel, etc. En général, tous les théorèmes établis pour 
l'électrostatique, sauf ceux qui concernent les corps conduc- 
teurs, sont également applicables au magnétisme. 



Aimant élémentaire. 

^k. Quelle que soit la distribution des fluides magnétiques 
dans une molécule aimantée, l'action qu'elle exerce sur une 
masse magnétique extérieure est la môme que si les deux 
masses magnétiques égales qui y sont séparées par l'aimanta- 
tion étaient concentrées respectivement en deux points, qui 
sont les pôles de la molécule. La droite qui joint le pôle néga- 
tif au pôle positif est l'acre ma^'/icVte/we de la molécule, et le 
produit de la distance des pôles par la masse de l'un d'eux est 
le moment magnétique de la molécule. L'ensemble de deux 
pôles magnétiques égaux et de signes contraires infiniment 
voisins constitue un aimant élémentaire. 

255. Considérons un aimant élémentaire formé de deux 
masses -t- m et — m situées aux points a et ^, à la distance h 
(fig* 77). Le potentiel de cet aimant en un point P, dont les 
distances aux points a et ^ sont r\ et /•„ a pour expression 

- . m m i\ — 1\ 
V = =: //i • 

Si les distances r^ et r, sont très grandes par rapport à A, 
qu'on appelle r la distance du point P au milieu de l'aimant 
et a l'angle que la droite OP fait avec l'axe magnétique ba^ 
on a approximativement 

r, — Tj =: h COS a, Tj /', ■= /•% 
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et, par suite, 

-, m/tcosa 

V — 

/•* 

Si Ton trace par le point une surface infiniment petite 

Fig. 77. 




-m 



perpendiculaire à la droite ba et dont Taire <j soit égale en 
valeur numérique au moment magnétique mh de Taimant, on 
peut remarquer que Texpression 

mh cosa (TCOSa 

/•* /•* 

représente Tangle solide to, sous lequel du point P on voit 
Taire <ipar sa face située du côté du pôle positif. Le potentiel 
en ce point a simplement pour expression 

(l) V = to. 



Feuillet magnétique homogène. 

256. Un feuillet magnétique est formé par Tensemble de 
deux surfaces magnétiques infiniment voisines, chargées sur 
les éléments correspondants de quantités égales de fluides de 
signes contraires. Si Ton appelle ]x la densité superficielle en 
un point et h la distance normale correspondante des sur- 
faces, le produit [lA r= 4> est V intensité du feuillet en ce point. 
Le feuillet est homogène lorsque Tintensité est constante dans 
toute Tétendue du feuillet. 

Sur un élément de surface cfa, la quantité de magnétisme m 
est égale à \xd^ et le moment magnétique de Taimant élé- 
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mentairc formé par les éléments correspondants des deux 
surfaces est 

mh ==. [xh ch z= 4> d's. 

Considérons un point P situé du cùté de la face positive du 
feuillet. Le potentiel e/V, au point P de Télément d'y du feuil- 
let, est Tangle solide sous lequel on verrait de ce point la 
surface 4>é/(T; il est donc égal au produit de Tintensilé 4> par 
Tangle din sous lequel on voit du point P Télément e/d, ce qui 
donne 

Le potentiel du feuillet est 

V = A> dui, 

rintégrale étant étendue au contour du feuillet. 
Si le feuillet est homogène, il reste simplement 

(2) V = *to. 

Ainsi le potentiel d'un feuillet magnétique homogène en un 
point extérieur P est égal au produit de Tintensité du feuillet 
par Tangle solide sous lequel du point P on voit la surface 
positive du feuillet. 

Cet angle solide est égal à la somme algébrique des quanti- 
tés de force émanant d'un pôle -4- 1 placé au point P, qui tra- 
verseraient les éléments du feuillet, en comptant comme po- 
sitives les quantités de force qui traversent le feuillet de la 
face positive à la face négative, et comme négatives celles qui 
traversent le feuillet en sens contraire. 



Énergie relative de deux feuillets. 

257. Si Ton désigne par m et m' des masses infiniment pe- 
tites de deux systèmes magnétiques invariables, le travail élé- 
mentaire de l'action mutuelle des deux systèmes est (n"206) 

mm' 



^s=-^22-v---^w, 
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Texpression 



mm' 



représenlanl l'énergie potentielle relative des deux systèmes. 
On a d'ailleurs 

V désignant le potentiel (lu premier système au point où se 
trouve la masse m! du second. 

Si le premier système est un feuillet homogène d'intensité 
4> et que w désigne Tangle solide sous lequel de la masse m' on 
voit la face positive du feuillet 4>, on a V = 4>a) et, par suite, 

(3) W = y m'*(o z= 4> y m'o) = 4>N. 

Le produit m'w étant la quantité de force émanant du pôle 

m! qui traverse le feuillet*, l'expression \ m'w^zN est la 

somme algébrique des quantités de force émanant du second 
système qui traversent le feuillet. 

Entre les deux états (i) et (2)^ le travail de l'action mutuelle 
des deux systèmes est 

(4) G = 4>(Ni-N0. 

258. Si le second système est aussi un feuillet homogène 
d'intensité *', on aura de même 

W = 4>'N', 

N' étant la somme des quantités de force émanant du premier 
feuillet qui traversent le second. 

Les deux expressions de l'énergie relative donnent la rela- 
tion 

Si l'on a 4> = 4>', il en résulte N = N'. Ainsi, pour deux feuil- 
lets homogènes d'égale intensité, la quantité de force éma- 
nant du second feuillet qui traverse le premier est égale à la 
quantité de force émanant du premier qui traverse le second. 
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En désignant par 5f^ cette quantité de force commune, 
lorsque Tintensité des feuillets est égale à Tunité, on aura 



et, par suite, 






Remarque. — Il résulte de ce qui précède que Faction mu- 
tuelle de deux feuillets magnétiques homogènes S et S' ne 
dépend que de leurs intensités 4> et *' et de leurs contours C 
et C; elle est indépendante de la forme des surfaces S et S', 



Action d'un pôle sur un feuillet. 

259. Théorème 1. — Le système des forces f exercées par un 
pôle m.agnétique sur un feuillet homogène S peut être rem^ 
placé par un système de forces cp appliquées aux éléments du 
contour C du feuillet. 

Considérons un feuillet homogène C d'intensité * et un 
pôle magnétique de masse -\-m^ situé au point P {fig.']^)> 

Fiff. 78. 




Supposons que, le pôle m' restant {\\ef le feuillet se déplace 
infiniment peu, de G en Ci, comme un corps solide; on peut 
imaginer que la surface du feuillet a une forme telle qu'elle 
glisse sur elle-même ; il suffît, pour cela, de concevoir une 
surface S passant par les deux courhes C et Ci qu'occupe suc- 
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cessivement le contour du feuillet. SiTôn désigne par N et N| 
les quantités de force émanant du pôle m! qui traversent le 
feuillet dans ses deux positions, la somme des travaux, pen- 
dant le déplacement considéré, des forces / appliquées au 
feuillet est 

^C=:4>(N — Ni). 

Comme on peut supprimer la partie de la surface S com- 
mune aux deux feuillets, on obtiendra la différence N — Nj en 
prenant les quantités de force qui traversent des éléments de 
surface tels que a^aj^i, limités par les deux positions succes- 
sives aô et «i^i d'un même élément du contour, et retranchant 
celles qui traversent les éléments de surface tels que cdc^d^. 
Si Ton mène la normale II à la surface S le long du contour, 
de façon que, pour les points tels que a, la normale soit dirigée 
vers la face négative du feuillet, et pour les points c vers la 
face positive, il suffira, pour évaluer la différence N — Nj, de 
faire la somme algébrique des quantités de force qui traver- 
sent les éléments de surface aba^ b^, cdcidi, dans le sens de 
la normale H ainsi définie. En appelant da un de ces éléments 

m' 
de surface, /• sa distance au point P, F= -^ la force magné- 
tique produite par le pôle m' sur l'élément da, on aura 



(6) d^=:m'^i 



^acos(F.H) 



/•» 



Imaginons qu'un mobile parcoure le contour C dans un sens 
tel que, pour un observateur placé dans la normale H, Tangle 
de l'élément ab avec son déplacement aa, soit décrit de 
gauche à droite; la normale au point c, définie précédem- 
ment, jouira de la môme propriété. 

260. Projetons l'élément de surface da sur un plan perpen- 
diculaire à la droite Va; cette projection da^ est 

d<j' = d<JCOs(¥.ll). 

Soient ds Télémetit ab du contour {Jig. 79) compté dans le sens 
du mouvement du mobile, 6 l'angle de la force F avec l'élé- 
ment ds, a'f la normale au plan F ds dans une direction telle 
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que, pour un observateur situé dans la normale, l'angle de 
rélément ds avec la force F soit décrit de gauche k droite, 
enfin e le déplacement aa,. La projection ab'b\a\ de la sur- 
face d(s est 

dfs' z=iah' X ae=zdss\n^ X £cos(o.£) 
et, par suite, 

dQ=:m'^ I —j^ni'^*! - ^ £Cos(q.£). 

Concevons suivant la direction a© une force ayant pour ex- 
pression 

, , m'*f/,çsinO 

(7) 






on aura 



dO^ =: 1 ©£C0S(cp, £), 

et Fexpression comprise sous le signe / représente le travail 
de la force <f appliqué à l'élément ds du contour C. La somme 





l-'ig- 79 


m 




^t 






N^ 




*'C \ 






\ "^ 


/ / ' 


1' 








/b' 



des travaux des forces cp étant égale à celle des travaux des forces 
/ appliquées au feuillet S, pour un déplacement quelconque 
du feuillet, le système des forces o est équivalent à celui des 
forces/, c'est-à-dire se réduit aux deux mômes résultantes. 

Le système des forces —/appliquées au pôle m' admettant 
une résultante unique, il y a de môme une résultante unique 
pour le système des forces / et, par conséquent, pour le sys- 
tème de forces <f . 
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261. Pour déterminer les composantes de ]a force «p, nous 
appellerons Xy j, z les coordonnées d'un point a du contour 
du feuillet {fig. 80) ; a, p, y les cosinus des angles que fait 

Fig. 80. 




avec les axes la force F; a', p', y' et ol", ^\ -f les cosinus des 
angles que font avec les axes Téléraent ds et la force cp. Cette 
dernière direction étant perpendiculaire aux deux autres, 

on a 

7!' ^" y" I 



Pï'-ïP' 



Y»' — d-^' 



ap'— pa' sinO' 



OU 



p^ 



Jt 



y dz — z dy z dx — x dz x dy — y dx r ds sin 

Il en résulte pour les composantes <par, «py, <p2 de la force cp, pa- 
rallèlement aux axes, 

, ^ ydz — z dv 

^x = m'^ ' ■- , 



(8) 



, / ^ -2 dx — X dz 
< <p^=m'* , 

f , ^ X dy — y dx 
\ ^z^m'^ —^ 



262. On peut vérifier que les forces <p appliquées aux divers 
éléments du contour G admettent une résultante unique pas- 
sant par le point P. 
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Le moment de la force «p par rapport à l*a\e des z est 
^?r— r?x= -^3- [.r ( J ^J7 — X clz) — y {y dz — z dy)'\ 

= — j-^zi^x dx-^ ydy'\-zdz) — {x^-\-y^-\-z^)dz^ 

=z — 7- (xr dr — r^ dz) 

/^ ^dr— rdz t^jf^\ 

La somme des moments des forces q appliquées au contour 
entier C est donc 

/ (^-Tr-rTor) =—''*'*/ ^(jJ^o- 

263. Les forces — / appliquées au pôle m' étant égales et 
contraires aux forces /appliquées au feuillet, leur résultante 
est égale et contraire à celle des forces «p; on a donc 



-fj'^-'"''!'-^ 



<9) { Y=-r o^=--m'*r 



z d.r. — x dz 




cp- = — /n' 1» ^ 

(C) 



= -Ù- = -"''''f'-'r*- 



chacune des projections s'exprime ainsi par une intégrale 
simple étendue au contour du feuillet. 

264. L'expression de la force o a été trouvée par Laplace à 
propos des actions magnétiques exercées par les courants, 
comme nous le verrons plus loin. Pour interpréter cette force 
géométriquement, imaginons que l'élément ab du contour 

B, — Chaleur,^ 19 
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(.fis* ^0 soit remplacé par un aimant élémentaire de longueur 
ds dont les pôles sont -t- 4> et — 4>, et dont Taxe magnétique 
soit dirigé de h en a, en sens contraire de la direction de Télé- 




ment ds. Le moment du couple produit par l'action du pôle 
m! sur cet aimant tournant autour de son milieu c est égal à 

m'4><issinô 

— ^. — = ?. 

et le plan du couple est perpendiculaire à la force cp. Cette 
force représente donc Taxe du couple considéré. 



Action réciproque de deux feuillets. 

265. Théorème II. — Le système des forces f exercées par un 
feuillet magnétique hom,ogène S' sur un feuillet magnétique 
homogène S peut être remplacé par un système de forces ^ ap- 
pliquées à chacun des éléments du contour C du feuillet S et 
dirigées suivant les droites qui Joignent les éléments des deux 
contours deux à deux. 

Nous avons vu que les forces / exercées par un pôle m' sur 
le feuillet S peuvent être remplacées par des forces <p appli- 
quées aux éléments ds du contour G. Considérons les forces <? 
appliquées à un même élément ds et provenant de divers pôles 
dz m' du feuillets'. Leur résultante est égale à Taxe du couple 
produit par l'action du feuillet S' sur l'élément ds considéré 
comme un petit aimant (+4> — *) tournant autour de son 
milieu. La résultante des actions du feuillet S' sur le pôle 
— 4> a pour projections, en prenant l'origine des coordonnées 
au milieu c de Télément ds {fig. 82), appelant x\ y, z' les 
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coordonnées de l'élément ds' et /• la distance des deux élé- 
ments ds et ds\ 






(10) 



z' dx> — .r' dz' 

> 






Si Ton désigne par a, ^^ y ^^'^ cosinus des angles de Télé- 

Fig. 82. 




ment ds avec les axes des coordonnées, les cordonnées du 
point h sont a — , p — , y~"> et Taxe du couple a pour projec- 

^ A £ 

tion sur l'axe des x 



{?Z' — -(Y')ds 



?(a:' dr' —y d.r' ) — y ( -' ^--p' — •^' d') 



= **'ûf5 r ■\[x'(oidx'-h^dy-h^(dz')-{oLx'-h^y-\-^{z')dx']. 

En appelant S la projection de la distance /* sur la direction 
de l'élément e^, on a 

l — oL.v'-h P/+ Y-', 

d^i = OL djo' -{- ^dy-^^dz'; 
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ety en substituant. 

D'après cela, la résultante des forces cp appliquées à l'élé- 
ment ds a pour projections 

x'd\ — \ dx' . 






(lO 



r'di-^dy' 



*^(C' 



^' ^ _ ç dz' 



266. Pour transformer les expressions précédentes, nous 
déterminerons les positions des milieux c et d {fig.^^) de 

Fig. 83. 




deux éléments ah et aJV des deux contours par les arcs 5 et^ 
comptés à partir de deux points fixes et 0'; la distance /• 
des deux éléments ds et ds\ ainsi que sa projection Ç, sont 
alors des fonctions des deux variables indépendantes s et /. 
On peut écrire 



x' (lk — \ dx' 

f.8 



x' r 



ix' r ^ d 



•k n fl| 

d{^r~^')-\r~''d{x'r >) 

/ .-1 ^Â\ 
— d\x'r \^r V; 



^1 / -8 



(«r-t) 
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il en résulte 

Le dernier terme de l'intégrale est nul quand on Tétend au 
contour entier C; il reste donc 



J ^ \]r / rsjr 

%J (Ci ^ ^ (C'J ^ 



.T=2*4>'^ / — rL^-V__i=^2c^c|,'^.ç / .^-J^^^lds\ 



Désignant par l'angle de la droite r avec Télément ds^ 
on a 

5 — rcosô=; — /•— -, 

os 

, -f I ôr f)i/r 



d{\r ') _ d^sj7 



= — 2 



ôs ds ds' 

et, par suite. 






267. Désignons par 

\^^' dsds' d^sjr 

i /7- ôs ds' 



^^- 



une force appliquée au milieu c de l'élément ds et dirigée sui- 
vant la droite ce', qui va de l'élément ds à l'élément ds'\ la 
composante 4/^: de cette force parallèle à l'axe des x étant 



X 



égale à 4/— > il en résulte 



on aurait de même 









(C') 
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Donc la résultante des forces <p appliquées à l'élément ds 
est égale à celle des forces ^ appliquées aussi à l'élément ds 
et dirigées vers les divers éléments ds' du contour C du feuil- 
let S'. Chacune des forces «p étant normale à l'élément e&, leur 
résultante et, par conséquent, celle des forces ^ sont aussi nor- 
males à rélément. 

On conclut de là que le système des forces /exercées parle 
feuillet S' sur le feuillet S peut être remplacé par le système 
des forces 4^ appliquées aux éléments du contour C et dirigées 
suivant les droites qui joignent les éléments deux à deux. 

Le système des forces — / exercées par le feuillet S sur le 
feuillet S' peut de même être remplacé par un système de 
forces — ^ égales et contraires aux précédentes et appliquées 
aux éléments du contour C. 

En résumé, tout se passe comme si les éléments ds et ds' 
des deux contours s'attiraient ou se repoussaient deux à deux 
avec la force ^. 

268. Les forces ^ appliquées aux deux contours C et C sont 
deux à deux des forces égales et contraires, appliquées aux 
extrémités d'une droite ce' et dirigées suivant cette droite. 

Pour évaluer le travail de ces forces, on doit considérer 
aussi la distance r des deux éléments ds et ds' comme une 

fonction du temps t. La variation 8r de cette dislance dans le 

dr 
temps infiniment petit dt sera -rj dt, et le travail élémentaire 

des forces ^ a pour expression 



OU 



(„) M = 8*'^'dtff^-^^,dsd.^, 



la double intégration s'étendant aux deux contours C et C des 
feuillets. 
On peut transformer cette expression. Remarquons d'abord 
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que l'on a 



d\fr d\/r 



V dt as ) _ dy/r dVr dsf? d^\f7' 
ds' "" dt as as' "^ ds ds'dt' 

ce qui donne 

Le premier terme compris dans la parenthèse, étant une dif- 
férentielle exacte, donne une somme nulle quand on l'étend 
au contour entier C; il reste donc 

(.3) rfe = -8**'rf.y^/^^^.rf.'; 

on aura de même, par symétrie. 



J J ds' ds 



d^=:—S^^'dtl I ^ ^£dsds'. 



En prenant la demi-somme de ces deux expressions, il 
vient 



// 



^. ^v/f à\/r 



^ ' ' dt 

Posons 



il en résulte 

d(^ = 4>4>' dW. 

m 

Le travail des forces magnétiques / qui s'exercent entre 
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deux feuillets magnétiques homogènes s'exprime ainsi par 
une intégrale double s'étendant aux deux contours. 

L'énergie potentielle relative des deux feuillets a pour va- 
leur **'W. Si Ton compare cette expression avec celle qui a 
été trouvée au n^ 258, on voit qu'il en résulte 

La fonction W est donc égale et de signe contraire à la 
quantité de force émanant d'un feuillet qui traverse l'autre 
lorsque les deux intensités sont égales à l'unité. 

269, La fonction W peut être mise sous plusieurs formes 
différentes. On a d'abord 

On a vu plus haut (n<» 266) que l'angle 6 que fait la droite ce' 
ou /• avec l'élément ds donne la relation 

COSÔ=: -\ 

as ' 



appelant de même 6' l'angle que fait cette droite avec l'élé- 
ment ds', on a aussi 

dr 

ds' 
d'où l'on déduit 

cose' 



cose'==3-,, 



(,6) W=ff^J^ 



dsds'. 



On peut écrire encore 



^=jj457>'^' 



En intégrant cette expression par parties par rapport au con- 
tour C, il vient 



— -Il cls'=- 
às ds' ds 
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Le premier terme du second membre, intégré ensuite par 
rapport à s, donne une somme nulle quand on L'étend au con- 
tour C; on a donc 



«•=-//7# 



dsds' . 



La projection \ de la distance r sur la tangente à Télément 
dsesl 

;=i rcosôin— /-r- • 

os 

Si l'on fait varier Tare s' de ds' en laissant ds constant, l'ac- 
croissement de la projection S de la distance des deux points 

considérés sera 

dl 
c?? =z -r^ ds'. 
os' 

D'autre part, cet accroissement représente la projection de 
l'élément ds' sur la direction de l'élément ds. En appelant e 
l'angle que font les deux éléments, on a 

ai 
d\ = ds' cos tz=z ~, ds' 

os' 

et, par suite, 

d\ ^Vd-s 



cosê=3:7= 



ôs' as' 

En substituant dans la valeur de W, il vient 

COSE 



„„ W=//£2! 



ds ds'. 
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CHAPITRE VIII. 

ÉLECTROMAGNÉTISME ET ÉLECTRODYNAMIQUE. 

Propriétés magnétiques des solénoïdes. — Assimilation d'un courant à un 
feuillet magnétique. — Action réciproque de deux courants. — Formule 
d'Ampère. — Travail des forces électrodynamiques. — Théorie du magné- 
tisme d'Ampère. 



Propriétés magnétiques des solénoïdes. 

270. La découverte d'Œrstedl a établi une relation impor- 
tante entre les courants électriques et le magnétisme. Si Ton 
place un pôle magnétique dans le voisinage d'un courant, il 
subit une action proportionnelle à sa masse, dans une cer- 
taine direction si la masse est positive et dans la direction 
opposée si la masse est négative. En d'autres termes, un cou- 
rant produit en chaque point une force magnétique entière- 
ment comparable à celle qui résulterait d'un système d'ai- 
mants ; cette force est d'ailleurs proportionnelle à l'intensité 
du courant et change de signe avec le sens du courant. 

Pour établir les lois des actions électromagnétiques qui se 
manifestent entre les courants et les aimants, nous considé- 
rerons d'abord le cas d'un courant élémentaire^ c'est-à-dire 
d'un courant fermé qui entoure une surface infiniment petite. 

Fig. 85. 




—m 



+in 



Un ensemble de courants élémentaires {fig* 84) égaux 
entre eux et de même sens, normaux à une même courbe di- 
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rectrice, infiniment rapprochés et à la môme distance les uns 
des autres, constitue un solénoïde. 

271. On peut considérer comme un fait expérimental que 
l'action magnétique d'un solénoïde est équivalente à celle 
d'un aimant linéaire dont les pùlos seraient situés aux deux 
extrémités de la courbe directrice. La masse magnétique des 
pôles du solénoïde est proportionnelle ù l'intensité du cou- 
rant, à Taire <i de la surface d'un des courants élémentaires et 
en raison inverse de la distance h de deux courants succes- 
sifs. Quand on change le sens du courant, les pôles changent 
de signe. La masse de chaque pôle a donc pour expression 

(i) m — fi -. t 

// 

le coefficient a étant une constante. 

Si Ton divise le solénoïde, chacun des tronçons a de même 
à ses extrémités deux pôles égaux à dz m. D'après cela, cha- 
cun des courants élémentaires peut être assimilé à un petit 
aimant de longueur A, de masses + m et dont le moment ma- 
gnétique est 

/;//f izz ail. 

Le moment magnétique de l'aimant qui équivaut à un cou- 
rant élémentaire est donc proportionnel au produit de l'in- 
tensité par la surface du courant. 

Fig. 83. 

-hm \ J -m 



La direction de Taxe magnétique de cet aimant est déter- 
minée par la règle suivante : un observateur placé sur une 
normale au plan du courant et voyant le courant marcher de 
gauche à droite a sa tête au pôle négatif (//]:,'. 85). 



3oo 
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Assimilation d'un courant à un feuillet magnétique. 

272, En suivant cet ordre d'idées, on peut trouver un sys- 
tème magnétique équivalent à un courant fermé de forme 
quelconque et d'intensité i. Imaginons une surface S limitée 
au courant; divisons cette surface en éléments et supposons 
que le contour de chacun d'eux soit parcouru par un courant 
d'intensité «, dans un sens tel qu'un observateur situé sur une 
normale à la surface voie tous les courants tourner dans le 
môme sens. L'ensemble de ces courants élémentaires consti- 
tue le courant proposé, car chacune des lignes intérieures sé- 
parant deux éléments (/?^. 86) appartient à deux contours 




contigus et est parcouru en sens contraires par les courants 
relatifs à ces deux contours; il ne reste que les portions exté- 
rieures aby bc, . . ., qui forment le courant proposé. Chacun 
de ces petits courants, de surface rfa, peut être remplacé par 
un petit aimant dont le moment magnétique est égal à aidv, 
c'est-à-dire proportionnel à l'élément de surface. L'ensemble 
des courants peut donc être remplacé par un feuillet magné- 
tique homogène (n® 256) dont l'intensité 



(2) 



4> =: ai 



est proportionnelle à l'intensité du courant. 

Ainsi l'action d'un courant fermé sur un aimant, et en 
particulier sur un pôle, est la même que celle d'un feuillet 
magnétique homogène limitée au courant. 

Réciproquement, l'action d'un aimant sur un courant est la 
même que celle de l'aimant sur un feuillet magnétique. 
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273. Il en résulte que Ténergie potentielle relative d'un 
courant constant et d'un système magnétique est égale {n^ 257) 
au produit de l'intensité ai du feuillet homogène équivalent 
par la somme algébrique des quantités de force N émanant 
du système magnétique qui traversent le courant. Le travail 
élémentaire, des actions électromagnétiques a pour expres- 
sion 

et le travail de l'action mutuelle du courant et du système ma- 
gnétique entre les états (i) et (a) est 

(3) C?=^/(Ni-N,). 

274.. On a vu (n* 260) que le système des forces, magné- 
tiques exercées par un pôle m' sur un feuillet magnétique 
d'intensité * peut être remplacé par le système des forces 

m'^dssin^ 
9= ,. 

appliquées aux éléments du contour. De même, l'action du 

pôle m' sur un courant d'intensité «peut être remplacé par le 

système des forces 

m'ichs'in^ 

(4) ? = « ,72 

appliquées aux éléments du courant. La force cp est ce qu'on 
appelle V action du pôle sur r élément de courant. 

Réciproquement, l'action d'un élément de courant sur un 
pôle a la même valeur prise en signe contraire, et elle doit 
être considérée comme ayant son point d'application, non sur 
le pôle, mais sur l'élément de courant. 

L'expression de cette loi élémentaire a été déduite par La- 
place des expériences de Biot et de Savart relatives à l'action 
d'un courant rectiligne sur un aimant. L'assimilation des cou- 
rants aux feuillets magnétiques permet de ramener à des pro- 
blèmes de magnétisme le calcul des actions qui s'exercent entre 
des aimants et des courants permanents; cette transformation 
présente un intérêt réel, parce que les actions des systèmes 
magnétiques satisfont à la condition des forces centrales, et on 
peut leur appliquer la méthode du potentiel. 
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Action réciproque de deux courants. 

275. Ampère a établi les lois de Vélectrodynamiquey c'est- 
à-dire des actions qui se manifestent entre les conducteur» 
traversés par des courants, en admettant que deux éléments 
de courant exercent Tun sur l'autre une action dirigée sui- 
vant la droite qui les joint, proportionnelle aux intensités des 
courants et à la longueur des éléments. Des considérations 
de symétrie permettent de déterminer comment la force est 
liée aux angles que les éléments font entre eux et avec la 
droite qui passe par leurs milieux; enfin Ampère démontre, 
en s'appuyant sur certains cas d'équilibre, que cette force est 
en raison inverse du carré de la distance. 

Au lieu de suivre la méthode d'Ampère, on peut considérer 
comme un fait expérimental que deux solénoïdes agissent 
Tun sur l'autre comme deux aimants linéaires. Si i représente 
l'intensité du courant dans le premier solénoïde, a l'aire des 
courants élémentaires et h leur distance, «', a' et h! les gran- 
deurs analogues du second solénoïde, l'action qui s'exerce 
entre les extrémités des deux solénoïdes est la même qu'entre 
les deux masses magnétiques 

* •/ / 

iff , i ^' 

m^=ia -r i m' ^=za -rj • 
n h. 

Cette relation étant exacte, quelle que soit la longueur des 
solénoïdes, il en résulte comme cas particulier que deux cou- 
rants élémentaires se comportent comme deux petits aimants 
dont les moments magnétiques seraient 

îïih = ûf/ff, m' h' = ai' fs\ 

Si l'on considère deux courants fermés de dimensions quel- 
conques, on pourra de même les remplacer par des feuillets 
magnétiques uniformes limités aux conducteurs des courants 
et dont les intensités magnétiques seront respectivement 

4î =r ai, <!>'=: ai' , 
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Formule d'Ampère. 

276. Onavu(n®267) que le système des forces magnéti- 
ques qui s'exercent entre deux feuillets uniformes S et S' peut 
être remplacé par le système des forces 4^ dirigées suivant les 
droites qui joignent deux à deux les éléments ds^ ds' des deux 
contours. Pour obtenir Faction de deux courants, on peut 
donc aussi considérer le système des forces 

(^) '' = -"'- —7— ôVd^'' 

Cette expression représente ce qu'on appelle Vaction mu- 
tuelle des éléments de courant ds et ds' ; c'est la formule 
d'Ampère. 

On peut la mettre aisément sous la forme habituelle. On a, 
en effet, en conservant aux angles 0, 0' et& la signification qui 
leur a été donnée plus haut (n<» 269), 

cos6=:— -, cos6 — -— , 
as Os' 



_ <4:)_ 



^ âr àr â^r 

~~ ds' ôs' ds âsds' 

et, par suite, 

3 ... I âr âr â-r 

cose cosôcosô'=:- ,, r -c — r-. 

2 2 as as as as' 

D'autre part, 

â^^' I -J âr 

as 2 as 

d*v/7* I -J âr âr i -| dV 

— - — = /• * — 1 — /• ' 

as as' 4 as as' 2 as as' 



ou 



2 â'^/r 1 r i âr âr â^r ] 3 ^ ^, 

TU 3-3-7 = -i\- T T-f — f' -Â-i-t = ^ose cosO cosO'; 

y/^ as as' r* L2 as as' âsâs'j 2 

il en résulte 

,ii'dsds' [ 3 ^ ^A 
(6) ^ = 2a' -^ — ( cose cosô cosô jj 
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c'est-à-dire que l'action de deux éléments est en raison in- 
verse du carré de leur distance quand les angles 6, 6' et e ne 
changent pas. 

Travail des forces électrodynamic[aes. 

277. Pour déterminer le travail des forces électrodynami- 
ques entre deux courants fermés, nous poserons encore 

(7) W=a^ I I dsds'=ia} l j dsds', 

et le travail élémentaire relatif au déplacement relatif des 
deux courants a pour expression 

d(B = ti' dW. 

Cette quantité W est ce que M. Helmholtz appelle le poten- 
tiel relatif à l'action mutuelle de deux courants d'intensité 1, 
parcourant les conducteurs dans des sens déterminés. Si l'on 
change le sens de Tun des courants, cose change de signe, la 
valeur de W change elle-même de signe. On a en effet changé 
de signe les surfaces du feuillet magnétique équivalent au 
courant considéré. 

Théorie du magnétisme d'Ampère. 

278. L'analogie si frappante qui existe entre les propriétés 
des solénoïdes et celles des aimants conduisit Ampère à pen- 
ser que les phénomènes magnétiques sont produits par des 
courants électriques. Il assimila les aimants à des solénoïdes 
et il fit rentrer ainsi le magnétisme dans l'électricité. 

Un aimant quelconque peut être considéré comme formé 
d'une infinité d'aimants très petits, disposés suivant une loi 
déterminée. Chacun de ces aimants pouvant être remplacé 
par un courant élémentaire, l'aimant lui-même peut être rem- 
placé par un système de courants. Dans les idées d'Ampère, 
une molécule magnétique est une molécule autour de laquelle 
circule un courant électrique élémentaire, et l'aimantation 
consiste dans la production ou simplement dans l'orientation 
de ces courants élémentaires. 



ÉLECTROMAGNÉTISME ET ÉLECTRODYNAMIQUE. 3o5 

279. Nous avons vu (n^ 195) que Taction que des masses 
électriques données exercent à Textérieur d'une surface fer- 
mée qui les enveloppe est la môme que celle d'une couche de 
même masse répandue sur cette surface suivant une certaine 
loi. Les forces magnétiques obéissant aux mêmes lois que les 
forces électrostatiques, ce théorème est applicable à un sys- 
tème magnétique quelconque, et en particulier à un aimant. 
Comme la somme algébrique des masses magnétiques dans 
un aimant est toujours nulle (n<>253), il en résulte que l'ac- 
tion exercée par un aimant sur un point extérieur est la même 
que celle d'une couche fictive formée de deux parties ayant 
des masses égales et de signes contraires, distribuées suivani 
une certaine loi à la surface de l'aimant. 

Cette couche fictive peut elle-même être remplacée, pour 
tout point extérieur, par un système convenable de courants 
électriques superficiels. 

Soient (x la densité de la couche sur un élément ^Sde la sur- 
face de l'aimant, Fi et F\ les composantes normales, comptées 
à partir de la surface, de l'action qu'elle exerce à l'intérieur 
et à l'extérieur. La quantité de magnétisme répandue sur l'é- 
lément ûfS est [kdS et la quantité totale de force qui sort 
d'une petite surface fermée renfermant cet élément est égale 
à(Fi -h Fj) dS. En appliquant le théorème du n* 172, on a 

(8) 4^h^ = Fi-+-f;. 

Considérons le potentiel intérieur V de la couche et les 
surfaces de niveau 2 auxquelles la force F est normale. Sup- 
posons que sur chacune de ces surfaces on applique des cou- 
ches magnétiques égales et de signes contraires dont la den- 
sité [i. en chaque point soit déterminée par la condition 

L'action extérieure de cet ensemble de surfaces est nulle ; 
le produit [idn est constant et égal à — - 7— ^ entre deux sur- 

L\TZ 

faces de niveau voisines. Si donc on associe la couche positive 
de la surface 2 où le potentiel est V avec la couche négative de la 
surface suivante 2' où le potentiel estV —dV, on constitue un 
feuillet magnétique homogène dont l'intensité est \t.dn.\]n 

B. — Chaleur, 20 
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courant dlntensité - — qui suivrait sur la surface de Tai- 

a 

mant la courbe déterminée par Tinterseclion du feuillet au- 
rait la môme action à Textérieur; on ferait de même pour 
tous les autres feuillets. Mais, en constituant ce feuillet p. dn^ 
on a négligé une couronne de magnétisme négatif correspon- 
dant à la différence s' — s des deux surfaces, et comme Faction 
totale du système nouveau est nulle à Texlérieur, on en con- 
clut que la résultante des actions de ces couronnes est égale 
et de signe contraire à celle des courants superficiels. Si Ton 
appelle t/s un élément de la couronne s' — 2, dS l'élément de 
la surface de Taimant dont il est la projection, on a 

Fi Fi _ dl, 

F " ^iz^L -' dS 
ou 

lLdi:=^dS. 

La quantité de magnétisme négatif qui existe sur Télé- 
ment t/s, si on la suppose distribuée sur l'élément dS, y pro- 

F, 

duirait une densité égale à — 7-^ • L'action extérieure du 

système considéré de courants superficiels est donc la même 
que celle d'une couche de masse totale nulle, distribuée à la 
surface de Taimant et dont la densité en chaque point serait 

égale à -h 7^ • 

L\TZ 

On démontrerait de même, en imaginant dans le milieu 
extérieur des feuillets magnétiques indéfinis, interrompus 

parla surface S, que l'action extérieure d'une couche de masse 

F' 

nulle, dont la densité p.' est en chaque point égale à 4- 7-^ > 

peut être remplacée par celle d'un système convenable de 
courants superficiels. 

L'ensemble de ces deux systèmes de courants forme un 
nouveau système de courants superficiels qui équivaut, pour 
tout point extérieur, à une couche magnétique distribuée sur 
la surface S et dont la densité a pour expression 

^^(f.-^f;). 
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Cette densité, d'après l'équation (8), n'est autre chose que 
celle de la couche fictive. 

La distribution des courants superfîciels dont l'action exté- 
rieure est égale à celle de l'aimant est ainsi déterminée parla 
forme de la couche fictive équivalente à l'aimant et, par suite, 
par la distribution du magnétisme à l'intérieur de l'aimant. 

Remarquons encore que la surface S peut être une surface 
fermée enveloppant un système magnétique. On peut donc 
énoncer ce théorème plus général que l'action d'un système 
magnétique quelconque à l'extérieur d'une surface fermée S 
qui l'enveloppe est égale à celle d'un ensemble de courants 
électriques distribués d'une manière convenable sur cette 
surface. 
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CHAPITRE IX. 

PHÉNOMÈNES D'INDUCTION. 

Action mutuelle de deux courants d'intensités constantes dans des conduc- 
teurs fixes. — Formule de Weber. — Action mutuelle de deux courants 
d'intensités variables dans des conducteurs fixes. — Induction d'un 
courant sur lui-même par le changement d'intensité. — Induction entre 
deux courants par le changement d'intensité. — Action mutuelle de deux 
courants dans des conducteurs mobiles. ~ Induction d'un courant sur 
lui-même par le changement de forme du conducteur. — Induction entre 
deux courants par le mouvement des conducteurs. — Moteurs électri- 
ques et machines électromotrices. 



Action mutuelle de deux courants d'intensités constantes dans 
des conducteurs fixes. — Formule de Weber. 

280. Nous avons étudié deux catégories principales de phé- 
nomènes électriques : les phénomènes d'électricité statique 
qui sont régis par la loi de Coulomb 



(a) 



mm' 
~7^ 



et les phénomènes électrodynamiques qui sont compris dans 
la formule d'Ampère (n<> 276) 

, , , , /i ii' ds ds' â^ \/r 

La première donne l'action mutuelle de deux masses élec- 
triques m et m' au repos, la seconde celle de deux éléments 
de courant. M. Weber est parvenu à réunir ces deux lois 
dans une expression plus générale, qui comprend les deux 
catégories de phénomènes, en admettant que l'action mutuelle 
de deux masses électriques n'est pas la même suivant que ces 
masses sont en mouvement ou en repos. 
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M. Weber raisonne dans rhypothôse des deux fluides ; dans 
cet ordre d'idées, on regarde un courant d'intensité i comme 
formé de deux courants d'électricités contraires, marchant 
dans des sens opposés avec la môme vitesse m, et ayant chacun 

• 

une intensité égale à -• Si l'on appelle w la section très petite 

du conducteur et k la densité des fluides électriques, la quan- 
tité de chacun des fluides qui traverse la section du fil dans 
l'unité de temps est Aww; on a alors, pour chacun des cou- 
rants, 

- =z A to a 
2 

et, par suite, 

Un élément ds du conducteur contient des masses égales -h m 
et — /n de fluide positif et de fluide négatif, et l'on a 

m = ktiidsy 
d'où 

(i) iniu^izids, 

281. Considérons deux courants d'intensités constantes i et 
e' dans des conducteurs fixes C et C'(Jig.Sj), et supposons 
d'abord que les aires w et w' des sections soient constantes; 
les vitesses u et u' de l'électricité sont alors constantes le long 

Fig. 87. 




de chacun d'eux. La position d'une masse m de fluide positif 
se mouvant sur le premier conducteur, avec la vitesse u, dans 
le sens de la flèche, est déterminée à chaque instant par l'arc s 
compté à partir d'un point fixe sur le conducteur. 
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De môme, la position d'une masse m' de fluide positif se mou- 
vant sur le second conducteur avec la vitesse m', dans le sens 
de la flèche, est déterminée à chaque instant par Tare s' compté 
à partir d'un point fixe 0' sur ce conducteur. 

On doit donc regarder s et s' comme des fonctions du temps, 

et Ton a 

ds ds' , 

■31 = "' di = ''' 

La distance r des deux masses en mouvement est une fonc- 
tion des arcs s et s\ et par conséquent une fonction du temps. 

Il en est de môme de la quantité y/^. On a donc, en différen- 
tiant une première fois cette fonction composée, 

ds/?_d^ds dsJTd^^ ds/l ,ds/? 
^^^ dt " ds dt'^ ôs' dt~~^ ds "^^ ds' ' 

Les dérivées partielles -^ ? -^^ sont elles-mêmes des fonc- 
tions de s et 5', et par conséquent des fonctions de ^; on aura 
donc, en dififérentiant une seconde fois, 

ds d^sfr ds' 



d^sfr _ (d^ sjr ds d^s/r ds'\ ,( d^sfr 
dt^ ~"V ds^ dt'^ dsds' dt)'^^ \dsds' 

^ ' dt^ ds^ dsds' ds'^ 



dt ds'^ dt 



On en déduit 



(4) ^^''j^ = '^-\^'-d^-^''^^'dià^'-^^^^ 

Les masses électriques di m et ±: /n' en mouvement dans 
les éléments des conducteurs ds et ds^ sont déterminées res- 
pectivement parles équations (i) 

2 mu = idSf 
2 m' u'^=^ i' ds'. 

La somme des valeurs de l'expression (4) pour les deux 
combinaisons de la masse -h m avec les masses zh m' est égale 
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à t\mm'uu' -^T-,y car ondoit, en changeant m' en — m', rem- 
placer aussi u' par — u , La somme des valeurs de cette ex- 
pression pour les deux combinaisons (— m, ± m') est la même, 
puisqu'il suffit de changer en même temps les signes de m et 
de u. Pour les quatre combinaisons (± m, db m'), on aura 



(5) 2 






La formule d'Ampère (n»276) peut donc s'écrire 



(I) 4.= 






df 



le signe V s'étendant aux quatre combinaisons des masses 

± m de l'élément t/5 avec les masses ± m! de l'élément ds^ , 

Ainsi la force électrodynamique <^, relative à deux éléments 
ds eids' des conducteurs traversés par les courants i et «', peut 
être regardée comme la résultante de quatre forces 

2a*m/n' d*\/r 



sTr 



dt' 



s'exerçant entre les masses élémentaires en mouvement dans 
ces deux éléments, suivant la droite qui les joint. 

En y ajoutant la force électrostatique de Coulomb (n° 162), 
on peut admettre que l'action /'de deux masses électriques m 
et m' en mouvement a pour expression 

. . ^, mm' ia}m,m! d'^sJr , 

(c) /' = 5 tV =^ — mm' 

^ ' -^ r* y/,. dt^ 

Cette formule de Weber comprend, en effet, les phéno- 
mènes électrodynamiques, puisque le premier terme, relatif à 
l'action électrostatique, disparaît dans la combinaison des 
masses (±:/w, ±m') renfermées dans les deux éléments û& 
et ds'i elle comprend aussi les phénomènes électrostatiques, 
puisque le dernier terme est nul lorsque la distance des masses 
est invariable, La loi de Weber présente, en outre, l'avantage 
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d'expliquer complètement une autre catégorie de phénomènes 
découverts par Faraday, qui constituent Vinduction électron 
dynamique. 

282. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que chaque 
conducteur a une égale section dans toute sa longueur; si la 
section est inégale, il faudra regarder w comme une fonction 
de 5; la vitesse u du courant ne sera pas la même aux diffé- 
rents points du conducteur, ce sera aussi une fonction de s, 
La vitesse u de la masse 4- /w se mouvant dans le conducteur C 
sera donc variable, et Ton aura 

du du ds du 

dt ds dt ds 

On aura de même, sur Tautre conducteur, 

du' , du' 
dt ds' 

Quand nous avons différentié Texpression (2) de -^j-y nous 

avons regardé u et u' comme des constantes; ces quantités 
étant maintenant des fonctions du temps, il faudra à Fexpres- 

d'^Jr 
sion (3) de — ~r ajouter les termes 

at- 

d\fî' du d\fr du' 

ds dt "^ HF' 'dt 
ou 

du d\/r , du' d\/r 

ds ds ds' ds' 

c'est-à-dire ajouter au second membre de l'équation (4), les 
termes 

,/ du ds/r ,du' d\/r\ 
\ ds ds ds' ds' J 

Quand on considère les deux combinaisons de la masse -^m 
avec les masses ib m', ces termes additionnels restent les 

mêmes dans la parenthèse, puisque les facteurs u' et --p 

changent de signe en même temps; comme le signe est changé 
en avant de la parenthèse par le facteur m', ces termes dispa- 
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raissent dans la somme (5). Ainsi rinégalilé de section ne 
change pas l'expression de la force électrodynamique. 

283. La force exercée par l'élément ds' sur la masse m de 
Télément ds est, d'après la formule de Weber, 



^ ,/ I ia} d^\fr\ 



V 



le signe ^ s'étendant aux deux combinaisons de la masse m 

avec les masses ± m' de l'élément ds'. Comme le facteur m' 
change de signe ainsi que la vitesse u' dans l'expression (4)f 
il reste simplement 

2a' , , d^sfï' ^à^mui'ds' d^\^ 

— m' m — — i\uu - , \ , ■=. : -^T-, 

Jr os Os' y/,. âsôs' 

2 a' ii' ds ds' d^ sjr '^ 

Jr âsôs' 2 

L'action totale de ds sur ds' se compose donc de deux forces 

égales à - agissant séparément sur les masses h- m et — m. 

284. Il est aisé de vérifier que l'ensemble des forces - qui 

agissent sur la masse -h m ne modifie pas le mouvement de 

cette masse dans le conducteur G. En effet, la projection de la 

A, 
force - sur la trajectoire est 

IcosO = ^ - - =— -^- 

2 1 OS Jr ds os Os' 

Os Os Os 
= — 4 a' mue' ds' 



Os' 

La somme des projections de toutes les forces exercées par 
les différents éléments du courant fermé C sur la masse ■+■ m 
est 



— t\a}mui' 




*''*"'"''[(^7],=°' 



i 
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Ainsi la résultante des forces - qui agissent sur la masse 4- m 

est normale à la trajectoire, et par conséquent n'a pas d'in- 
fluence sur le mouvement de cette masse. Il en est de même 
pour la masse — m. 

On conclut de là que le travail des forces ^ qui s'exercent 
entre deux courants d'intensités constantes, dans des conduc- 
teurs fixes, est nul. 

Les mêmes conclusions peuvent être appliquées à un cou- 
rant d'intensité constante agissant sur lui-même dans un con- 
ducteur de forme invariable. Ces conséquences résultent 
d'ailleurs directement de l'assimilation des courants constants 
aux feuillets magnétiques (n° 275). 

Les forces électrodynamiques doivent être considérées 
comme appliquées aux différents éléments des conducteurs. 
Il faut concevoir, dans l'hypothèse de Weber, qu'une action 
mutuelle s'exerce entre les molécules pondérables du conduc- 
teur et celles du fluide électrique. L'action qui s'exerce entre 
l'élément ds du conducteur et la masse + m d'électricité po- 

sitive se compose de deux forces égales à - et de sens con- 
traires, l'une -+- - appliquée à l'élément ds du conducteur, 

l'autre — - à la masse -+- m. L'action qui s'exerce entre Félé- 

A, 
ment ds du conducteur et la masse —m est la même. H- - sur le 

2 

conducteur, — - sur la masse — m. Pour maintenir les conduc- 

2 

teurs immobiles, on doit leur appliquer des forces extérieures 
qui fassent équilibre aux forces électrodynamiques. 



Action mutuelle de deux courants d'intensités variables 
dans des conducteurs fixes. 

285. Dans ce qui précède, nous avons supposé les intensités 
constantes et les conducteurs fixes; supposons maintenant 
que, les deux conducteurs C et C restant toujours fixes, les 
intensités i et i' des courants soient variables. L'intensité i 
étant variable avec le temps, la vitesse u en un même point 
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du conducteur sera aussi variable avec le temps. D'ailleurs, si 
la section est inégale, la vitesse au môme instant ne sera pas 
la même aux différents points du conducteur; u sera donc une 
fonction de s et de ^, et, si Ton considère le mouvement de la 
masse -h m, on aura 

du du ds du Ou du 

dt ds dt dt "" ds dl 

On aura de même, sur le second conducteur, 

du' , du' du' 
dt '" ds' ^ dt 

Il faudra dans l'expression (3) de -jz- ajouter les termes 

dsJJ' du dsfr du 
ds dt ds' dt 
c'est-à-dire 

dj/rf dji du\ d^f ,du' du^\ 

ds V" ds "^ dt)'^ ds' y W '^ dt) 
ou 

(du d\[r f du' d\/r\ (d\[r du dsfr du' 
^Ts'àT'^^ IF IdFJ ■*■ \dr Tt^~à^~dt 

La première partie, celle qui se rapporte à l'inégalité de la 
section, disparaît du résultat, comme nous l'avons vu (n°282). 
Examinons l'autre partie qui se rapporte à la variation de l'in- 
tensité. Si l'on considère les actions de -h m' et de — m' sur 

4- m, le terme --p- -j- change de signe le terme précédent 

-j— -T- ne change pas; le signe étant changé en avant de la 

parenthèse dans le second membre de l'équation (4), le pre- 
mier terme se détruit dans la somme, mais le second s'a- 
joute. Ainsi l'action de l'ensemble des deux masses -\- m' et 
— m' sur -h m, déduite de la formule de Weber, est augmen- 
tée de 



^^1 = - 



(\a^inm' d\fr du' 

y/r 5?" ~dt 
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L'action des deux masses -+- m' et — m' sur — m est de môme 
augmentée de 

l^a-mm' ()\/r du' 
^^ y/7. os' dt 

286. Nous supposerons dans ce qui suit que la densité Xrdu 

fluide reste constante, et, par conséquent, que la variation 

d'intensité correspond à une variation de la vitesse du fluide. 

La relation 

2 m' u' = i' ds' 

donne 

, Ou' , , di' 
9. m — i=.as —r •> 
(H dt 

et Ton en déduit 

j 'xa- m ds' d\ r di' _ a^m ds' âr di' 

"^^ "~ 7/7- 5F dt' 7 ds' 'dt 

ou 

,,,^ . d^nids' ,,di' 

(II) 4,,= ___cosO'^. 

Ainsi l'élément ds' du second courant exerce sur la masse 
-+-/W une action égale à la somme des deux forces - et <^i et sur 

la masse — m une action égale à leur différence - — 4^1 • La 

somme de ces deux actions est la force électrodynamique ^ 
qui s'exerce entre les deux éléments ds et cfe'; la variation de 
l'intensité ne change pas l'expression de cette force. 

Nous avons vu (n" 284) que la résultante des forces - qui 

agissent sur -h m ou sur — m est normale à la trajectoire, et 
par conséquent n'a aucune influence sur le mouvement de ces 
masses; elle produit simplement une pression contre le con- 
ducteur ou l'enveloppe isolante, et constitue la force élec- 
trodynamique appliquée au conducteur. Il n'en est pas de 
môme des forces 4- 4^1 qui agissent sur -h m, et des forces — ^\ 
qui agissent sur —m; les deux systèmes de forces de cette 
nature produites par le courant total i' sur les masses ± m 
admettent des résultantes égales et opposées, indépendantes 



PHÉNOMÈNES D'JNDUCTION. 3i7 

de la direction de Télément ds. Ce caractère distingue nette- 

ment les forces 4'i des forces électrodynamiques - qui dépen- 

dent essentiellement de la direction des deux éléments entre 
lesquels elles se manifestent. En général, les résultantes des 
forces ^i ne sont pas normales à la trajectoire : elles tendent 
donc à faire mouvoir les deux masses -+- m et — m dans des 
sens opposés et, par conséquent, donnent naissance à une 
force électromotrice, 

287. La somme des projections des forces ^i sur ds est 

Jr . A • di' /* cosOcose' , , 
' 4/iCOs6 =—- ma' -7- / ds' , 
(c, ^^ ^,0 ^ 

Le travail de ces forces pendant le temps dt est 

• j di' /'cosôcosO' , n^ids . di' /* cos6cos6' ,, 
— ma^ udt -z- I ds'=: dt-r- I ds . 

Les forces — <^i, agissant sur la masse — m de l'élément ds^ 
produisent un travail égal; le travail de ces forces sur les 
masses électriques en mouvement dans le conducteur C, 
c'est-à-dire sur le courant i tout entier, pendant le temps dt, 
est donc 

d^'^i= — a^idt-j-l I dsds. 

Si nous représentons encore, comme plus haut(n°2T7), 
par 

le potentiel relatif à Taclion mutuelle de deux courants d'in- 
tensité I parcourant les deux conducteurs, il vient 

(6) dQ^^=z-Wi^dt-^- Widi'. 

Tel est le travail des forces électromotrices d'induction qui 
agissent sur le courant C ; ce travail résulte de la variation 
d'intensité du courant i' dans le conducteur C. 
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Le travail des mômes forces agissant sur le courant G' est 

— Wi'di; il résulte de la variation d'intensité du courant i 
dans le conducteur G. Le travail de l'action mutuelle des deux 
courants, ou la somme des deux travaux précédents, est donc 

— Wdiii'). 

288. Les mêmes considérations peuvent être appliquées à 
l'action qu'un courant variable dans un conducteur fixe exerce 
sur lui-môme; il suffit de supposer que les deux courants, 
dont nous avons calculé l'action mutuelle, deviennent égaux 
et coïncident. Le travail des forces 4'i> provenant de l'action 
du courant G' sur le courant G, a pour expression — Widi; 
mais il faut remarquer que, dans l'intégrale W, chaque 
couple d'éléments ds et ds' est compté deux fois : une pre- 
mière fois, quand on regarde l'élément «ils comme appartenant 
au premier conducteur et l'élément ds' au second; une 
deuxième fois, quand on regarde ds' comme appartenant au 
premier conducteur, ds au second. 

Si l'on pose 

/ V tV:^ cos6cos6' , , . 
(7) w = a^2^ dsds\ 

en ayant soin de ne prendre qu'une fois chaque couple d'élé- 
ments, on aura W =: 2 tv, et le travail que le courant exerce 
sur lui-même aura pour expression — iwidi ou — d{i^w), 

La quantité i^w^est ce que nous appellerons l'e/ier^ie /?o^e/i- 
tielle du courant; c'est la quantité de travail que développe 
le courant dans un conducteur fixe, quand, abandonné à lui- 
même, son intensité diminue jusqu'à zéro. Inversement, pour 
produire un courant donné, il faut dépenser une quantité de 
travail ou d'action chimique égale à l'énergie potentielle du 
courant. 

Il résulte de la nature des choses que le potentiel w d'un 
courant sur lui-môme est une quantité positive. G'est ce qu'on 
vérifie immédiatement lorsque le conducteur est circulaire; 
car, dans ce cas, pour chaque couple d'éléments, les deux 
angles 6 et 6' sont égaux. 

De même l'énergie potentielle du système de deux courants 
dans des conducteurs fixes est i^iv -\- i'^w'-hu^W. 
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Induction d'un couraut sur lui-même par le changement d'intensité. 

289. Supposons que dans un conducteur fermé immobile soit 
interposée une pile variable de force électromotrice égale à E. 
L'énergie fournie par la pile pendant le temps dt est ^i dt\ 
le travail des forces intérieures est — iwidi; le travail des 
forces extérieures qui maintiennent le conducteur immobile 
est nul. Le théorème des forces vives donne l'équation 

(8) dk-i-li^dt^z Eîde — 2widi, 

dans laquelle le premier terme représente Taccroissement de 
la force vive des masses électriques, le second Ténergie calo- 
rifique communiquée aux molécules pondérables, de sorte 
que le premier membre est l'accroissement de la force vive 
de tout le système. Si nous négligeons, comme nous Tavons 
fait jusqu'à présent, la force vive des masses électriques, 
l'équation devient 

(9) "Eidt^zXi^dt -h 2 widi; 

elle signifie que l'action chimique de la pile est égale à l'éner- 
gie calorifique dégagée sur le conducteur, plus l'accroisse- 
ment d'énergie potentielle du courant. 

Si Ton intègre depuis le moment où le courant commence 
jusqu'à celui où il finit, on a 



jEidt= jli^dt; 



l'action chimique de la pile est égale à l'énergie calorifique 
dégagée sur le conducteur. 

290. De l'équation (9) on déduit 

(10) \î = E — 2W^' 

L'intensité du courant est la même que si l'on appliquait la 
loi d'Ohm (n<» 224), en introduisant à chaque instant dans le 
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circuit une force éiectromotrice nouvelle égale à 

celte quantité Ei est ce qu'on appelle la force électromotrice 
d'induction du courant sur lui-même. 

Considérons la force éiectromotrice E de la pile comme 
une fonction du temps et supposons constante la résistance X 
du circuit; on peut écrire 

Xi+2<r^^=E::=X/(0, 

ou, en posant, pour abréger, a = -r-j 

(11) i^a-^^=/{t). 

Supposons que la force électromotrice de la pile est d'abord 
constante jusqu'à l'époque t = o; désignons par io l'intensité 
initiale du courant 

^0= f ==/(o), 
et posons 

ce terme y représente la variation d'intensité qui correspond 
à la force électromotrice d'induction, c'est-à-dire l'intensité 
du courant induit. 

En remplaçant i par cette valeur dans l'équation (ii), H 
vient 

(12) /^a^^=--af{t), 

équation de même forme que la première, mais dans laquelle 
on a la condition /o = o. 
L'intégrale de celte équation est 
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d'où il résulte 

/•' -1./-, 

(.3) i=/{t)- f{'.)e « d-.. 

Si la force électromolrice de la pile E est croissante, on a 

/'(')>o, -j^>o. 

L'intensité i du courant est alors croissante, tout en restant 

inférieure à la valeur /(^) ou 4^ qui correspondrait à Teffet 

produit par la force électromotrice de la pile seulement, et le 
courant d'induction j est négatif, c'est-à-dire de sens contraire 
à celui que produit la pile. 
Si la force électromolrice E est décroissante, on a 

/(^)<o, ^^<0. 

L'intensité i du courant décroît, tout en restant supérieure à 
celle qui correspondrait au régime permanent, et le courant 
d'induction j est positif. 

Remarque. — Si, après avoir varié depuis l'époque ^ = 
jusqu'à l'époque t ■=l t\ la force éleclromotrice E reste ensuite 
constante, on a, pour des valeurs de t plus grandes que t' y 

expression qu'on peut écrire 

i--be ", 



en posant 



b^ff{'.)é'd-.. 



Le courant induit y tend alors vers zéro, et le courant prin- 
cipal i tend vers la valeur constante 

B. — Chaleur, 2i 
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Induction entre deux courants par le changement d'intensité. 

291. Considérons maintenant deux conducteurs fermés C 
et C immobiles, dans lesquels soient interposées des piles 
de forces électromotrices variables E et E'. Appelons w et w' 
les potentiels des conducteurs sur eux-mêmes, et W le po- 
tentiel relatif à leur action mutuelle. Le travail des forces 
extérieures qui maintiennent immobiles les conducteurs est 
nul. Le travail des forces électriques qui s'exercent sur le pre- 
mier courant est 

celui des forces qui s'exercent sur le second courant est 
— 2w'i'di' — Wi' dl = — d{i'W) — Wl'di. 

Le théorème des forces vives donne, en négligeant encore 
les forces vives des masses électriques, les deux équation^ 

iEidt z=:\i}dt -{-2widi -hWidi', 
^^^^ \ E'i'de = yi'*dt-^2w'i'di' -hWi'di. 

En ajoutant ces deux équations membre à membre, on ob- 
tient l'équation 

( Eidt-\-E'i'dt 
^^ ^ j —liide-^Vi'*de-hd(i^w-^i'^w''^-u'W), 

que Ton pouvait écrire a priori; elle signifie que la somme 
des actions chimiques des piles est égale à l'énergie calorifique 
dégagée sur les conducteurs, plus Taccroissement de l'énergie 
potentielle du système. Si l'on intègre cette équation depuis 
le moment où les courants commencent jusqu'à celui où ils 
finissent, les termes relatifs à l'énergie potentielle disparais- 
sent; dans ce cas, l'action chimique des piles est égale à l'é- 
nergie calorifique dégagée sur les conducteurs. 
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292. Les équations (i4) peuvent s'écrire sous la forme 

. . di ^^j di' 

\ l -f- 2«' -.- H- W -77 z= E, 
dt dt 

(i6) { , 

dt dt 

Les forces électromotrices d'induction dans les deux circuits 
sont respectivement 

dl di' 

L'intensité du courant dans chacun des conducteurs, lorsque 
les forces éleclromotrices sont variables, ne peut être détermi- 
née qu'en intégrant ces équations (i6). Pour avoir une idée 
de la marche du phénomène, nous supposerons, par exemple, 
qu'il n'y ait pas de pile interposée dans le second conducteur 
et que la force électromotrice du premier varie proportion- 
nellement au temps; on peut poser alors 

E'=:o, 

E —\{a-{-bt). 

L'intensité l'i du courant produit dans le premier circuit par 
la force électromotrice E est 

£ 1 = a 4- bty 

et l'on a 

W 

f = «j .— 6 = ( a Y~ b j-{- bt. 

Ces équations montrent qu'une diminution d'intensité du 
courant i fait naître dans le conducteur C un courant de même 
sens que celui qui rend W positif, et qu'une augmentation 
fait naître un courant de sens contraire. Dès que le courant 
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inducteur £ devient constant, V devient nul et le courant induit 
cesse d'exister. 

293. Supposons encore que les forces électromolrices E et E' 
sont constantes, mais qu'on les établit ou qu'on les supprime 
brusquement à des époques déterminées. Si Ton pose 

les équations (i6) donnent, en substituant, 

( (X — 2^i^a)A — WBaz=o, 
^'^^ 1 (>/— 2fl^'a)B — WAa=:o. 

On en déduit 

(20) X)/ -r — 2(X(r'H- X'<r) - -h l\Wiv' — W*= o. 

flt a 

Les conditions nécessaires pour que les racines de cette 
équation soient réelles et positives, 

(X(^'— X'(ï^)»-hXX'W2>o, 
sont évidemment satisfaites. Comme on a 

_. X — 2(va 
B=i — ^tp A, 

il en résulte, en désignant par a, et a, les racines de Téqua- 
lion (20), par A, et A2 les valeurs correspondantes de la con- 
stante A, 

1 f = - H- A,e-*.'-h A,e-V, 

i ., E' X — 2 (T'a, . , X — 2(va, . 

Considérons deux cas simples : 

1° La force électromotrice E est nulle, le premier circuit 
étant fermé; fermant alors le second circuit, on y introduit 
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brusquement la force électromolricc E'; on aura alors E = o, 
1*0= !q =o. Après la fermeture du second circuit, le courant 
a une intensité i' et il se produit par induction dans le premier 
un courant d'intensité L 
Les équations (21) donnent, pour les conditions initiales, 

Ai-f- A2=:o, 

X — 2 (l'a, X — 2(ra, _ E' 

~Wa, "^*^ " \W"^* -~ V ' 

il en résulte, en supposant a, < a,, 



EWa.g, 



et, par suite. 



'^^^> E' E'a.a. 






X' XX'(a,— a,) 






La fermeture du second circuit produit dans le premier un 
courant négatif. Au bout d'un temps très court, le régime per- 
manent s'établit et Ton a 

., E 

2<» Le courant i' dans le second conducteur ayant acquis sa 

E' 

valeur normale ry > on enlève la force électromotrice E', sans 

A 

changer la résistance du circuit. On a alors 

Er=o, E'=o, 

A 

Les équations de conditions deviennent 

Ai-h A,= o, 

X — 2 (T'a, X — 2wa2 E' 

~^N^^'^ Wa, ^*- Tj'' 
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il en résulte 

A _ A - E'Wa.a, 

Al — Aj — r^TT- 



et 



{'=^i^\{i—y--{i—y-\ 



Le premier conducteur devient alors le siège d'un courant 
induit positif, de même intensité et de même forme que dans 
le premier cas, et l'intensité du courant inducteur i' tend rapi- 
dement vers zéro. 



Action mutuelle de deux courants dans des conducteurs mobiles. 

294. Nous avons cherché l'action mutuelle de deux courants 
d'intensités variables dans des conducteurs fixes; nous allons 
maintenant supposer les conducteurs mobiles. Le mouvement 
de la masse électrique -h m dans le conducteur C est défini 
par l'équation s=i/{t) (n<> 281); de même, le mouvement de 
la masse électrique -h m' est défini par l'équation 5'=: /i(0, 

et l'on a 

ds , ds' 

dt dt 

Lorsque les conducteurs sont fixes, la distance r de deux 
points M et M' de ces conducteurs est une fonction des deux 
variables indépendantes s et s'; si les conducteurs sont mo- 
biles, la distance r est en outre une fonction du temps, et 
Ton a r = cp(5, 5', ^). Cette fonction des trois variables indé- 
pendantes 5, s'y t est telle que, si l'on attribue à t une valeur 
constante, la fonction ^{s,s'yt) des deux variables indépen- 
dantes s et s' représente à cet instant la distance de deux points 
quelconques M et M' des conducteurs. La même fonction 
r = (p(5, s', t) représentera aussi la distance des deux masses 
électriques + m et -h m'y se mouvant sur ces conducteurs 
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mobiles, si Ton y regarde s et s' comme des fonctions du 
temps 

5=7(0, s'=Mt). 

On aura de même 



yV = ^'^(s,s',t) = <p, (5, s', t). 

C'est à ce point de vue qu'il faut se placer pour appliquer la 
formule de Weber. 

295. En difîérentiant une première fois, on a 

d\fr d\Jl' ds d\/7* ds' ô\/T' 

llT ~~ Os di "^ "5?" ^ "^ ôt 
ou 

, ,. d\f7' d\J7' , à\fr d\fr 

(24) -V- — u -^ h II' -V-,- H ^;— • 

^ ^^ dt ds ds' dt 

Chacune des dérivées partielles —y-? -rr' "37- ^^ ^^ fonction 

yÇ = <Pi (5, 5', doit aussi être considérée comme une fonction 
des trois quantités 5, s'^ t. On aura donc, en différentiant une 
seconde fois, 

^'v/7- _ ( ()^\fr ds d^\fr ds^ dh/7 



dt^ " V ôs^ dt ' dsôs' dt ' dsdt^ 



w 



"H 



>v/7 ^ ^V^ ^ ^^v/7 

ds'ôsdt'^ âs'^ dt "^ dç'(^^. 
ô^\/7' ds d^sjr ds' 



dt ds dt dt ds' dt 
(^y/7 du d\fr du' 



ds^ jVr\ 
dt "^ dt^ ) 



ds dt ds' dt 



ou 



2 u -T-^^- -h 2 a' ^ ' * 



(^^(?5 (?/(^5' (^/* 



(d^Jl^ du d\fr du' 
\ ds ~di "^ "d^ 'di 
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Lorsque la section est inégale et rinlensilc variable, u est une 
fonction de s et ^, comme nous Tavons expliqué précédem- 
ment (n<» 282), ce qui donne 

du du ds du du du du' , du' du' 

dt ~~ os dl Ot ~~ ds dt^ dt ôs' dt 

On a ainsi 

d^s^fj- { .d^sfr ,d'\^7' ,^d^\/r 



d^\/7' , d'sfr d^\/ 

2 U -^r-h \-2u' ^ ' ^ 



(25) / 



r 
dtds ' "^ dtds' ' dt^ 



l du 

\''Ts 



du d\/7' , du' d\/f 



ds as ds' ds' 

d\/r du dsjr du' 



Os dt ds' dt 

Quand on considère les actions réunies de -\- m' et de — m' 

sur -h m, comme il faut changer le signe de m' et celui de u'y 

d^Jr 
les seuls termes de —t-^ qui subsistent dans le résultat sont 

les trois termes 

,d'\/? d\f? du' ,d^\/7' 

2 UU' ^ \ : H i-, ;^ \- 2 u' * 



dsds' ds' dt dtds' 

qui changent de signe avec u' \ tous les autres se détruisent. 
On trouve ainsi que l'action des deux masses + m' et — m'y 
contenues dans l'élément ds', sur la masse H- m est 

[\à}mm' ( ,d^\fr' dJr du' ,d^\fr 

:= l 2 UU' . \ , H fr \- 2U -T-V ; 

sjr \ dsds' ds' dt dtds' 

L'action des deux mêmes masses + m' et — m' sur la masse 
— m sera 

l^à^mm' { , d^sjr d\fr du' ,d^\/r 
— I 2 UU -~ri \-, c 2U' ~T-, 

y/9 \ dsds' ds' dt dtds' 

Les deux premiers termes de ces expressions reproduisent 
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les deux forces - et iî=<^, obtenues précédemment (ii"285), 
et la mobilité des conducteurs introduit une troisième force 

Jy otos' 

qui est indépendante de la direction de l'élément ds, La 
somme des actions exercées par Télément ds' sur les deux 
masses -h m et — //* contenues dans l'élément ds est toujours 
égale à 4^; c'est la force électrodynamique dont l'expression 
reste la môme. Nous avons maintenant deux forces électro- 
motrices : l'une due à la variation de l'intensité, l'autre due 
au déplacement des conducteurs. 

296. Évaluons le travail des forces dans les conditions ac- 
tuelles. Appelons v et v' les vitesses des points M et M' des 
conducteurs, 3 l'angle de la vitesse r avec la direction MM', 
8' l'angle de la vitesse c' avec la direction M'M(/î^. 88). 



Fip. 88. 



o 



M 

-^ — ' 




La masse électrique -+- /n a un double mouvement; elle se 
meut sur le conducteur C avec la vitesse Uy et participe au 
mouvement du conducteur qui l'entraîne avec lui; son dépla- 
cement pendant le temps dt est la résultante des deux dépla- 
cements MN = udt, MP = vdt. Le déplacement de la masse 
— m est la résultante des deux déplacements — u dt et r dt. 

Les masses électriques -h m' et — m' ont de même un double 
mouvement : leur mouvement propre sur le conducteur C 
et le mouvement du conducteur qui les entraîne avec lui; le 
déplacement de la masse h- m' dans l'espace pendant le temps 
dt est la résultante des deux déplacements M'N'=w'rf^ et 
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M'P' =^v'dt; le déplacement de la masse — m' est la résul- 
lanle des deux déplacements — u'dt et i''dt. 

Or on sait que le travail d'une force pour un déplacement 
résultant est égal à la somme des travaux relatifs aux dépla- 
cements composants. Nous avons vu (n<»284) que la résul- 

tante des forces -> qui agissent sur la masse -+- m, et qui pro- 
viennent des différents éléments du conducteur fermé C, est 
normale au conducteur C, et que, par conséquent, le travail 
de cette résultante pour le déplacement u dt est nul. Pour le 
déplacement vdt, le travail est égal à 

/ î V ^/ rô^\Jr coso , 
J dsds' J7' 

La résultante des forces - qui agissent sur la masse — m, étant 

égale à la première en grandeur et en direction, donne aussi 
un travail nul pour le déplacement — u dt, et le même tra- 
vail pour le déplacement vdt. Il en résulte que le travail des 

d; 

forces -> qui agissent sur les deux masses -h m et — m, 
contenues dans l'élément ds, est 

Q î V ^/ rô'\/r coso 
— 8 a' mu IV dt 1 ~r rr- ds 



J dsds ^r 

/ î v j,j rd^sjr cos8 , , 
= — Lia^ii'vdtds I ^ \ , — T- ds . 

J dsds' y/,. 

d; 

Le travail des forces -> qui agissent sur toutes les masses 
électriques contenues dans le conducteur C, est donc 

(26) dG^C = -^a^u'dc C Cj^, '^-^dsds'. 

Le travail des mêmes forces qui agissent sur toutes les 
masses électriques contenues dans le conducteur C est 

( 27 ) d(BifC' = -^a'- il' dtff 1^ "-^ ds ds'. 



PHÉNOMÈNES D*INDUCTION. 33 1 

Il est évident que la somme de ces deux travaux est le 
I travail des forces éiectrodynamiques dans le système des deux 
conducteurs, travail dont nous avons trouvé la valeur iï'dW 
au n"277. Il est d'ailleurs facile de le vérifier; on a, en effet, 

i «. , N, àf* 

' rcoso -h c'coso =— -v7> 

at 

et la somme des travaux précédents a pour expression 
e/G iJ/C -+- dl^^C = t^aUi'dt f f~ -J^ ^^, ris ds' , 

Or, d'après les transformations des n®* 268 et 269, on a 

il en résulte, avec la définition de la fonction W donnée pré- 
cédemment (n«287), 

( 28 ) d^^C-\- d(P. ^C'= ii'dW. 

Les forces ^i et — 4^,, qui agissent sur les masses -+- m et 
— m, donnent, pour le déplacement vdt, des travaux égaux et 
de signes contraires; on peut donc, dans l'évaluation du tra- 
vail de ces forces, faire abstraction du mouvement des con- 
ducteurs, et Ton est ramené au cas que nous avons traité au 
n**287. Ainsi le travail pendant le temps dt des forces dz^i 
est — Widi' sur le courant C et —Wi'di sur le courant C; en 
toui—Wdiu'). 

297. Les forces -h <^j et — 4^, qui agissent sur les masses 
4- m et — m donnent de même, pour le déplacement vdt, 
des travaux égaux et de signes contraires, et l'on peut en- 
core faire abstraction du déplacement du conducteur G. La 
somme des projections sur la trajectoire C des forces 4^, pro- 
duites par les différents éléments ds' du circuit C est 

- 4;,cose=z/ima2£'/ -7-3737/^* 
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et le travail de cette force sur la masse m est, pour le dépla- 
cement udtf 



Sa^mui'dl f ^ ^^,ds'—[^aUi'dsdt f 
J^^,^ as Otds' J^^„ 



^ É}/Lds' 

ds dt ds' 



Le travail exercé sur la masse — m a la même valeur, de sorte 
que le travail, pendant le temps dt, des forces <^, sur le cou- 
rant i tout entier est 

di^^^C^^anCds f f^ ^lyJidsds'. 
^' J J ôs ôtds' 

D'après les transformations des n"* 268 et 269, on a encore 



ds ds' ; 





'''ff- 


ôsjr 
Os 


Os ôs' 


, r TcosecosO' 


il en 


résulte 








(29) 






d^^iC 


ii' dW. 



Le travail des forces 4'î s"r le courant i' a aussi pour ex- 
pression — ii' d\y. 

En résumé, le travail pendant le temps dt des forces élec- 
triques que le courant C exerce sur le courant C est 

d(B^C — Widi'—ii' dW; 

celui des forces que le courant C exerce sur C est 

d(B ^\> C - W i' di — ii' d\N. 

La somme de ces travaux, c'est-à-dire le travail de l'action 
mutuelle des deux courants, est, en tenant compte de l'équa- 
tion (28), 

(3o) — ii'dW—Widi'—Vii'di-.--d{ii'W). 

On peut encore écrire l'expression du travail sous la forme 

(3i) — d(ii'W) = ii' dW — id{i'W) - i' d{iW). 

Le premier terme du second membre est le travail des 
forces électrodynamiques, le second — ic?(«'W) le travail des 
forces électromotrices dans le circuit C et le dernier — i'd{iVi) 
le travail de ces forces électromotrices dans le circuit C. 
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induction d'un courant sur lui-même par le changement de forme 

du conducteur. 

298. Les considéralions précédentes peuvent être appli- 
quées à l'action d'un courant sur lui-même, quand le conduc- 
teur change de forme, comme un fil flexible, tout en conservant 
une longueur constante, ou quand il est composé de plusieurs 
parties solides et mobiles les unes par rapport aux autres. 
Supposons, comme au n<»288, que les deux courants deviennent 
égaux et coïncident, et remarquons que le travail de chaque 
couple d'éléments est compté deux fois; en remplaçant W par 
2iv et divisant par 2, nous aurons, pour le travail des forces élec- 
irodynamiques, i^dw, pour le travail des forces électromotrices, 
-- 2id{iw)y et, pour le travail de toutes les forces que le cou- 
rant exerce sur lui-même, — d{i^w). Nous conserverons tou- 
jours à la quantité i^w le nom à' énergie potentielle du cou- 
rant. Si l'on conçoit le conducteur replié sur lui-même de 
manière à former deux courants égaux et de sens contraires, 
l'énergie est nulle, f)arce que «'n^o. On peut regarder cet 
état comme l'état initial d'un courant d'intensité i. 

Les forces éleclrodynamiques doivent être regardées comme 
appliquées au conducteur; à ce conducteur sont appliquées 
aussi des forces extérieures. Le mouvement sensible du con- 
ducteur étant déterminé par les forces électrodynamiques et 
les forces extérieures, on a 

( 32 ) ^B ~ i^ d\v -\- d^ ext., 

B désignant la force vive sensible du conducteur. D'autre pari, 
si l'on considère l'ensemble du courant et du conducteur, on 
a, en négligeant la force vive des masses électriques, 

dB-hli^dtz=i Eidt — d{i'w) -h d& ext., 
ou, en vertu de l'équation précédente, 

li-'dt — Eidt — di^i'w) — i^ d^v, 
ce qui donne 
(33) Eidt — X «2 dt h- d{i^w) -\- i} dw. 
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299. De Téqualion (32) on déduit 

z* dw =zdB — dl^ exl. 

Sous celle forme on voit que le travail i^dw des forces élec- 
Irodynamiques est égal au travail extérieur accompli ou reçu 
par Tappareily plus la variation de la force vive sensible du 
conducteur. Afin de simplifier les énoncés, nous compren- 
drons dans le travail extérieur cette variation de la force vive 
sensible, en la regardant comme un travail accompli ou reçu, 
suivant qu'elle est positive ou négative, et nous dirons, d'une 
manière générale, que le travail des forces électrodynamiques 
est égal au travail extérieur accompli ou reçu par Tappareil. 
D'après cela, l'équation (33) signifie que l'action chimique 
de la pile est égale à l'énergie calorifique dégagée sur le con- 
ducteur, plus l'accroissement d'énergie potentielle du cou- 
rant, plus encore le travail extérieur accompli ou reçu. 
On en déduit 

ou 

at " 

Si le potentiel kv varie d'une manière uniforme, c'est-à-dire 

dw 
si —rr est constant, la force électromotrice E de la pile étant 

elle-même invariable, l'intensité du courant sera constante et 

égale à 

E 

. E X 

. d%v 2 dw 

On voit par là qu'une augmentation du potentiel w diminue 
l'intensité du courant et que, au contraire, une diminution 
de ce potentiel augmente l'intensité du courant. 

300. Considérons le potentiel w comme une fonction quel- 
conque du temps et supposons que la force électromotrice E 
de la pile et la résistance X du circuit restent constantes. 



i.-/ "- 



En posant 
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^^•-^/(O, 
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. E 



l'équation (34) devient 



(35) 



3/(0 



dx 
dt 



- t/'o. 



Supposons que le potentiel tv soit resté constant jusqu'à 
l'époque t = o; les conditions initiales sont alors 

_E . _ _ 

Iq — r-> Jq — O, JCq — O. 

Si l'on égale à zéro le second membre de l'équation (35), 
cette équation a pour intégrale 



x = \F{l), 



en posant 






F{l) = e '-^0 



La fonction F(^) a une valeur positive inférieure à i, puisque 
f{t) est toujours positive, et elle va en diminuant. 

Pour avoir Tintégrale complète de l'équation (35), on fera 
varier le facteur arbitraire A, ce qui donne 

f =AF'(0 + F(0f. 

Portant cette valeur et celle de œ dans l'équation différen- 
tielle, on obtient 

F(0§=^-?/'(0. 



Comme on a A = o lorsque t=zo, 

^1 V('^) ' 
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ce qui donne, pour le courant induit, 

Le signe du courant induit est contraire à celui de f'(t), 

c'est-à-dire à celui de -i- • 

at 

Désignant par 6 un nombre compris entre zéro et i, on a 

d'où 

.„ . . E F(0 /(t)-/(o) 

(^7) •/^-rF(60 At) ' 

et, puisque F(^) est plus petit que F(6^), la valeur absolue du 
courant induit est moindre que ^r — • 

Remarque.— Si, après avoir varié depuis Tépoque tz=zo 
jusqu'à l'époque t'^ le potentiel iv reste ensuite constant, on 
aura, pour des valeurs de t plus grandes que t\ 



I' -#_ X.' 






d'où 



et 



\n \it — f\ 



Y{t) — e « é? /"'' 



Comme la fonction F(^) tend vers zéro, le courant induit; 
tend vers zéro, et le courant principal tend à reprendre sa va- 
leur initiale 

. E 



i— - 

A 
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Induction entre deux courants par le mouvement des conducteurs. 

301. Considérons le cas général de deux courants fermés / 
et /' dans des conducteurs mobiles et déformables. Le travail 
de toutes les forces que le premier courant exerce sur lui- 
même est — f/(f*iv). De môme, pour le deuxième courant, le 
travail est — d{i'*iv). Le travail de toutes les forces qui s'exer- 
cent entre les deux courants est -— cf(iY'W). Le travail total 

est 

— d{i'iv-hr'iy'-hiï'W). 

La quantité 

est Ténergie potentielle du système. C'est le travail que le 
système développerait si chacun des deux courants se repliait 
sur lui-môme, de manière à former deux courants égaux et 
de sens contraires, car alors on aurait w=zo, w'zzio, W = o. 
Le mouvement sensible de chacun des conducteurs C et C 
étant déterminé par les forces électrodynamiques et les forces 
extérieures qui lui sont appliquées, on a 

dB = i^ dw -+- c?(5 tJ'C 4- dl^ ext. C, 
dB' = i^*' dxv' -^dl^^C-^d^ ext. C, 

^ désignant les forces électrodynamiques provenant de l'ac- 
tion mutuelle des deux courants, et, par suite, 

dB 4- dB' =■ n diX' H- i'^ div' -h W f/W -h d(^ ext., 

le dernier terme désignant le travail des forces extérieures 
\m agissent sur les deux conducteurs. On en déduit 

it dw -h i!^ dw' -H ii' rfW =dB^ dB' — dl^ ext. 

n comprenant dans le travail extérieur la variation de la force 

ve sensible, comme nous l'avons fait précédemment, nous 

rons encore que le travail i^dw -+- i'^dw' -^^ ii' d^ des forces 

îctrodynamiques est égal au travail extérieur accompli ou 

;u par l'appareil. 

Considérons maintenant le conducteur C et le courant i qui 

K. — Chaleur, 22 
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le parcourt; le théorème des forces vives, appliqué à Ten- 
semble, donne Téquation 

dB -h li*dt = Eidt — d{i^i^) -^ [d^ ^ C — id {i' W)] -\- d(B ext.C. 

Le premier membre est la variation de la force vive totale, le 
second membre contient l'action chimique de la première pile, 
le travail du premier courant sur lui-même (n<» 298), le tra- 
vail du second sur le premier (n® 297), et enfin le travail des 
forces extérieures qui agissent sur le premier conducteur. En 
vertu de l'une des équations précédentes, cette équation se 
réduit à 

(39) \i^dt = Eidt^2id{iw)-^id{i^W). 

Cette équation, mise sous la forme 

Eide — 2 îd{iiv) — id{i'W) = Xi» dt, 

signifie que le travail de la pile, plus le travail des forces 
électromotrices provenant de l'action du courant sur lui- 
même et de celle que le second exerce sur le premier, est 
égal à la chaleur dégagée. En écrivant 

on voit que la force électromotrice d'induction est 

diM) rf(t'W) 

(40) E. = -2-^^ ^-. 

On a de même, pour le second courant, 

(40 yi'^de = Wi'dt^2i'd{î'iv') — i'd{iW). 

En ajoutant membre à membre les deux équations (Sg) et 
(40, on obtient 

Eidt-hE'i'dt = 'ki'dt-hVi'^dt 
(42) l ^d(i^w-hi'^iv'-hii'W) 

{i*dw-hi'^div'-{-ii'dW). 



Cette équation signifie que la somme des actions chimiques 
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fournies par les piles est égale à Ténergie calorifique dégagée 
sur les conducteurs, plus l'accroissement de Ténergie poten- 
tielle du système, plus encore le travail extérieur accompli ou 
reçu. 

302. Des deux équations (Sg) et (40 on déduit 

2 d(iw) I é/(/'W) 

(43) 

/ ,v _ .•» 2 a y 

dt V dt ' 



'-'* X' dt X dt ' 

.,__,_ 2 dji'w') I d'C/W) 



E E' 
«I et ij représentant les valeurs -r et -r7 relatives à un régime 

permanent. Afin de mettre en évidence ce second mode d'in- 
duction, nous supposerons les forces électromotrices con- 
stantes et les conducteurs de forme invariable. Quand il n'y a 
pas de mouvement relatif, W étant constant, les intensités 
prennent les valeurs constantes l'i et i\ . La môme chose a 
lieu lorsque Tappareil passe par une position pour laquelle 
le potentiel W est maximum ou minimum ; car, la dérivée 

--r- devenant nulle, les équations précédentes sont vérifiées 

, , ...,., di dV 

par les valeurs 4== «i, i ^=. i^y -^ = Oy -^ ^=- o. 

Ces équations (43) deviennent d'ailleurs 





I 


dAV ., . 1W di ^ di' 




'-^-x 


dt ^ ^' l dt l dt' 




V I 


d\\ . ., 2iv' di' W di 




'-^v 


dt ^ ^* X' dt V dt' 




I ^AV ., 


2 W' di W di' I ^ W /2 i^' di' W di\ 
\ dt \ dt ^ \ dt \V dt ^ V dt) 


«1- 


X dt ^» 






' XX' \dt ) 






af 


I r/W . 


2 w' di' W di \dSN fiw di W di'\ 
V dt \' dt^ V dt\\ dt^ \ dt) 




X' dt '* 






' XX' \dt ) 
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Les forces éleclromolrices des piles étant constantes, si le 
potentiel W varie d'une manière uniforme, les intensités sont 
constantes et égales à 

,,,, . '' \ dt '» , '> X' dt '' 



XX' \de ) 



dwy I /dwy 






XX' \dt J 



303. Dans le cas particulier où le second conducteur ne 
renferme pas de pile, i[ =0, et ces équations se réduisent à 



/ ft^\ • '» •/ X dt 

^ XX' V ^^ y ' XX' \d} ) 

Lorsque le dénominateur est positif, i' est de signe con- 

. • ^ ^^ . -^ • 
Iraire a —7— et t > ^i. 

dt * 

Supposons, comme au n^ 292, que l'on ait déterminé le po- 
tentiel W en prenant dans le conducteur C le sens du courante, 
et dans le conducteur C un sens tel que le potentiel ait une 
valeur positive. On voit qu'une diminution du potentiel W fait 
naître, dans le conducteur C, un courant de même sens el 
qu'une augmentation fait naître un courant de sens contraire. 
Une augmentation ou une diminution du potentiel produit 
donc le même effet qu'une augmentation ou une diminution 
dans l'intensité du courant inducteur. 



Moteurs électriques et machines électromotrices. 

304. L'appareil que nous venons d'étudier, et qui est formé 
de deux conducteurs mobiles, dans lesquels circulent des cou- 
rants i et i', peut servir de machine motrice. Supposons que 
le mouvement des conducteurs soit périodique, comme cela 
a lieu dans la plupart des machines, et soit T la durée de la 
période. La force vive sensible des conducteurs reprenant la 
même valeur, le travail des forces électrodynamiques, pen- 
dant chaque période, est égal à celui des forces extérieures 
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et de signe contraire. Pour évaluer le potentiel W, nous ima- 
ginons deux courants d'intensité i, parcourant, Tun le conduc- 
teur C dans le sens même du courant /, Tautre le conducteur C 
dans un sens choisi à volonté ; pendant une période, le po- 
tentiel W passe par un minimum W, et par un maximum W,. 
Pour que la machine fonctionne utilement, il est nécessaire 
de changer alternativement le signe de Tun des courants, par 
exemple du courant /'. Quand la machine va de la position 
du minimum à celle du maximum, dW ayant une valeur po- 
sitive, on fait marcher le courant i' dans le conducteur C dans 
le sens choisi pour l'évaluation de W; de celte manière, l'in- 
tensité l' devant être regardée comme positive, le travail ii'dW 
des forces électrodynamiques est positif. Mais, quand la ma- 
chine va de la position du maximum à celle du minimum, dW 
ayant une valeur négative, on fait marcher le courant dans 
le conducteur C en sens inverse de la direction précédente; 
l'intensité i' devant alors être regardée comme négative, le 
travail ii'dW des forces électrodynamiques est encore positif. 
On rétablit alors le sens primitif du courant dans le conduc- 
teur C, et ainsi de suite. 

Il est évident que le changement de sens d'un courant s'o- 
père d'une manière continue, quoique dans un temps très 
court, et que par conséquent l'intensité i' devient nulle à 
chaque inversion. Si Ton intègre l'équation (42) pour une 
période du mouvement, on aura 



T ^T 



(46) f (Ei-hE'i')dl--2 f (li^-i.ri'^)dt-h f ii'dW. 

t/Q Jq *^0 

Ainsi l'action chimique des piles, pendant chaque période, est 
égale à l'énergie calorifique dégagée sur les conducteurs, plus 
le travail extérieur accompli. 

305. Une pile suffit pour faire fonctionner la machine. On 
peut, en effet, disposer l'appareil de manière que le même 
courant parcoure les deux conducteurs C et C, et que le sens 
du courant soit changé alternativement dans le conducteur C. 
Pendant la première phase du mouvement, on aura i'=^i et, 
pendant la seconde, i' = -- i. L'équation (42) donne, pour la 
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première phase, en représentant toujours par l'i l'intensité 

E 

pj et supposant les conducteurs de forme invariable, 



•__ • 2(tr-t-<v') di 2 d(iW) 

(47) i-i, ___^^___ -_^_, 

• 

et, pour la seconde phase, 

(48) '-'«- x^v di^îTY'—df-' 

Si la force électromotrice est constante et qu'on néglige les 
variations de l'intensité i dans le second membre, on a la for- 
mule approchée 

, . . 2£, dW 

(49) . = .,zp^^^-^-^, 

le signe supérieur se rapportant à la première phase, le signe 

rfW 

inférieur à la seconde; mais, comme — r- est positif dans le 

premier cas, négatif dans le second, l'intensité «, variable 

pendant le jeu de la machine, est constamment moindre que 

l'intensité constante l'i que produirait la pile si la machine 

était en repos, et elle est d'autant plus petite que la valeur 

dW 
absolue de --i-- est plus grande, c'est-à-dire que la machine 

marche plus vite. 

L'équation (46), appliquée aux deux phases d'une période; 
donne 

T T 

f i'dW=f i[E — {'k-i-r)i]dt; 

l'énergie transformée en travail est égale à l'excès du travail 
des actions chimiques sur la chaleur dégagée dans les con- 
ducteurs. En désignant par Ij l'intensité moyenne du courant 
et IJ le carré moyen de l'intensité pendant chaque phase, on a 



X 



i' dW = {\ + l'){i,l,-ll)T. 
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Celle expression est délerminée dans chaque cas parliculier 
par la loi du mouvemenl. 

Si Ton appelle im une valeur moyenne de i, définie par la 
condition /^(A— «m) = hh — Iî> l'expression du travail pen- 
dant une période peut être mise sous la forme 

(X+X')i,„(i\-f^)T. 

Le travail pendant Tunité de temps 

est maximum lorsque, pour un circuit déterminé, le jeu de la 

machine est réglé de telle sorte que Ton ait i^ = - • 

Le coefficient économique de la machine, ou le rapport de 
Ténergie chimique transformée en travail à Ténergie totale 
dépensée par la pile est 



/ 



T 



/ 










ifn' étant aussi une valeur moyenne de i définie par le rap- 

p 

port Y^ • On peut rendre ce coefficient économique aussi voi- 

sin de Tunité que l'on veut, et par conséquent la machine 
parfaite au point de vue théorique. Il suffît pour cela que 
rinlensité i soit très petite, ce qui a lieu quand la machine 
marche très vile; mais alors la quantité de travail produite 
dans Tunilé de temps est aussi très petite, ce qui rend l'avan- 
tage illusoire. 

306. Pour réaliser une machine inverse, c'est-à-dire un 
éleclromoleur, avec deux conducteurs C et C fermés et sépa- 
rés Tun de l'autre, il suffit d'une pile E interposée dans le 
conducteur C; le mouvemenl périodique des conducteurs, 
mouvemenl produit par des forces extérieures, donne nais- 
sance à un courant marchant dans le conducteur C, alterna- 
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tivemenl dans un sens et dans Taulre. D'après la seconde dés 
équations (45)> on a d*une manière approximative 

' "~ V dt ' 

Quand l'appareil va de la position où le potentiel est maximum 
à celle où il est minimum, l'intensité i' ayant une valeur posi- 
tive, le courant induit marche dans le sens qui a été choisi 
pour évaluer le potentiel W; mais, lorsque l'appareil va de 
la position du minimum à celle du maximum, le courant i' 
change de signe et marche en sens contraire. De cette ma- 
nière, et par le jeu naturel de la machine, le travail des forces 
électrodynamiques ii'dW est toujours négatif. Dans chacune 
des phases du mouvement, la machine reçoit un travail exté- 
rieur qui est transformé en énergie électrique, laquelle se 
dépense sous une forme quelconque, chaleur, lumière, dé- 
compositions chimiques, etc. 

307. On obtient aussi une machine motrice en faisant réagir 
sur un courant produit par une pile un aimant naturel ou un 
électro-aimant. Le travail des forces électrodynamiques qui 
s'exercent entre un courant fermé i et un aimant a pour ex- 
pression lûW (n<» 273), W étant un certain potentiel qui dé- 
pend de la position relative du courant et de l'aimant. Le 
mouvement étant périodique, le potentiel passe par un mini- 
mum Wi et un maximum Wj. Afin d'avoir toujours un travail 
positif, on changera alternativement le sens du courant. 

La machine inverse n'exige pas de pile; le mouvement re- 
latif de l'aimant et du conducteur fait naître dans celui-ci un 
courant induit, qui change de sens alternativement, de ma- 
nière que le travail des forces électrodynamiques idW soit 
toujours négatif. 



FIN. 
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DIEN et FLAMMARION. — Atlas céleste, comprenant toutes les Cartes de 
l'ancien Atlas de Gh. Dieu, rectifié, augmenté et enrichi de 5 Cartes 
nouvelles relatives aux principaux objets d'études astronomiques, par 
G. Flammarion, avec une Instruction détaillée pour les diverses Cartes 
de l'Atlas. In-folio, cartonné avec luxe, de 3i planches gravées sur cuivre, 
dont 5 doubles. 3* édition; 1877. 

Prix i ^^ feuilles, dans une couverture imprimée. 40 fr. 
j Cartonné avec luxe, toile pleine 45 fr. 

Poar receTOir frtnco, par posta, dans toas les pays de l'Union postale, I'Atlas en Jeuilleu 
soigneasement enroalé et enTeloppé, ajouter a fr. 

Les dimensions (o™,5o snr o",35) de I'Atlas cartonné ne permettant pas de l'expédier par 
la poste, cet Atlas cartonné^ dont le poids est de 3''',9, sera enroyé, aux frais da destinataire. 
Mit par messageries grande Titesse, soit par lout antre mode indiqué. 

On vend séparément : 
Fascicule contenant les 5 Gartes nouyelles de l'Atlas céleste.. 15 fr. 

Ces Cartes sont renfermées dans une couverture imprimée, avec l'Instruction 
composée pour la nouvelle édition de l'Atlas : 1. Mouvements propres séculaires 
des Etoiles (Carte double); — 11. Carte générale des Etoiles multiples, mon* 
trantleur distribution dans le Ciel (Carte double); — III. Etoiles multiples en 
mouvement relatif certain ; •— IV. Orbites d'Etoiles doubles et groupes d'Etoiles 
les plus curieux du Ciel; — V. Les plus belles nébuleuses du Ciel. 
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DISLERE (P.). — La Guerre d'escadre et la Guerre de côtes [Les non» 
veaux navires de combat), a' édition, augmentée d'un Appendice par 
M. GuicHARD, Ingénieur des constructions navales. Un beau volume grand 
in-8, avec nombreuses figures dans le texte ; i883 7 fr. 

PAYE (H.), Membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes. — Cours 
d'Astronomie nautique. In-8, avec figures dans le texte; 1880. . 10 fr- 

PATE (H.). — Cours d'Astronomie de l'Ëcole Pol3rteclmique. 2 beaux 
volumes grand in-8, avec nombreuses figures et cartes dans le texte. 

r® Partie : Astronomie sphérique, — Géodésie et Géographie mathé- 
matique; 1 88 1 12 fr. 5o c. 

II* Partie: Astronomie solaire, — Théorie de la Lune. — Navigation; 
i883 i4fr. 

FLAMMARION (Camille), Astronome. — Catalogue des Étoiles doubles 
et multiples en mouvement relatif certain, comprenant toutes les 
observations faites sur chaque couple depuis sa découverte et les résultats 
conclus de l'étude des mouvements. Grand in-8 ; 1878 8 fr. 

L'ASTRONOMIE, Revue mensuelle d'Astronomie populaire, de Météoro- 
logie et de Physique du globe, donnant l'exposé permanant des décou- 
vertes et des progrès réalisés dans la connaissance de l'Univers; 
publiée par Camille Flammarion, avec le concours des principaux Astro- 
nomes français et étrangers. La Revue paraît le i**^ de chaque mois, depuis 
le i*^ mars 1882, par numéros de 32 à 40 pages, avec nombreuses figures. 

Il'' ANNÉE, i883. — PRIX DE l'abonnbment : 

Paris : 12 fr.— Départements : i3 fr. — Étranger : 14 fr. 

Prix du numéro ifr.aoc. 

r* ANNÉE, l88'2. — PRIX DU VOLUME: 

Broché: 10 fr. — Relié avec luxe: 14 fr. 
Un numéro est envoyé (gratuitement, comme spécimen. 

LŒWT(M.),Membrederinstitutet du Bureau des Longitudes. — Ephémérides 
des Etoiles de culmination lunaire et de longitude pour 1883. In-4en 
tableaux; 1882 3 fr. 

LOOMIS (Elias), Professeur Je Philosophie naturelle à VYale Collège 
(États-Unis). — Mémoires de Météorologie dynamique. Exposé des ré- 
sultats de la discussion de Cartes du temps des États-Unis ainsi que d'autres 
documents. Traduit de l'anglais par M. H. ^/ocû/tû^, ancien élève de l'École 
Polytechnique, Capitaine du Génie. Grand iu-8, avec figures dans le texte 
et 18 planches ; 1880 3 fr. 

FMDAMET, Ingénieur de la Marine, sous-directeur de l'École d'application 
du Génie maritime. — Traité et Aide-Mémoire des déviations des 
compas. I vol. grand in-8, suivi de Tables numériques, et un Atlas du 
môme format contenant 16 pi. ; 1 88a 10 fr. 

MARINE A L'EXPOSITION UNIVERSELLE DE 1878 (LA). Ouvrage pu- 
blié par ordre de M. le Ministre de la Marine et des Colonies. Deux 
beaux volumes grand in-8^, avec 102 figures dans le texte, et deux Atlas 
in-plano contenant 161 planches; 1879 80 fr. 

MATEVSKI (le Général), Membre du Comité de TArtilIerie russe, pro- 
fesseur de Balistique à l'Académie d'Artillerie de Saint-Pétersbourg. — 
Traité de Balistique extérieure. Grand in-8, avec planches et tableaux; 
1872 18 fr. 
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MOUREAUX (Th.)i Météorologiste au Bureau central. — La MétéoroL-, 
appliquée à la prévision da temps. Leçon faite à l'École supérieure 
Ti>Ié^'ru[)tiie p.if M. E, Mtiscarty Direcleur du Bureau central môtéû; 
gique cIh France, recueillie par M. 77/. Moureaux, ln-i8 avec i6 pi 
en couleur ; 1881 % 

PARIS (vice-amiral), Membre de l'Institut et du Bureau des Longi 
Conscr\ateur du Musée de Marine. — Souvenirs de marine. C ~ 
de plans ou dessins de navires et de bateaux anciens et mi 
existants ou disparus nvee les éléments nécessaires à leur consti 
Un bel ulbum relié de 60 planches in-folio ; 1882 a5 frk 

SCOTT (Robert-H.)t Directeur du Service météorologique de l'Angleten^ 
— Cartes du temps et avertissements de tempêtes. Ouvrage tradoK 
de l'anglais par MM. ZurcJter el Margullé. Petit in-8, avec nombi 
figures dans le texte, et 2 planches en couleur; 1879 4 &• 5oG. 

SEGGHI (le P. A.), Directeur de l'Observatoire du Collège Romain, Gorv» 
pondant de l'Institut de France. — Le Soleil. 2* édition. PaiMiàuB 
Seconde Pahtie. Deux beaux volumes grand in-8, avec AUas; 1875-18' 
Prix des deux volumes achetés ensemble 3o f r^ 

On vend séparément : 

V* Partie. Un volume grand in-8, avec i5o figures dam le texte et un 
comprenante grandes Planches gravées sur acier (1. Spectre ortUiuùreda 
et Spectre il' absorption atmosphérique. — 11. Spectre de diffraction, d'eprèf Wi 
photographie de M. IIb^iry Draper. — 111, IV, V et VI. Spectre normal dm SotêU^ ^ 
d'après angstrOm, et Spectre normal du Soleil, portion ultra-violetie, per M. A« 
Cor.nd; ; 1 876 |8 fr. 

II* Partie. Un volume grand in-8, avec nombreuses figures dans le teste, et 
l3 Flanches dont la en couleur. (1 à VIN. Protubérances solaires. — UL. !)/• * 
de tache du Soleil. — X et XI. Nébuleuses, etc. — XU et XllI. Speeirwt Uai' -J 
hures); i>i'j'] l8 Ir^ i 

SOUCHON (Abel). membre adjoint du Bureau des Longitudes, atkachéàli j 
rédaclion do la Connaissance des Temps. — Traité d'Astronomie pCIr' 

tique, comprenant TExposition du Calcul des Ëphémërides astboho- ' 

MiQUES et nautiques, d'iiprès les méthodes en usa<;e dans la composîtÎM \ 

de la Connaissance des Temps et du Nautical Jlmanac^ avec une Imih' \ 

DucTiOiN HISTORIQUE ot de nombreuses Notes. Grand in-S, avec figorei \ 

dans le texte et Tables ; 1 883 i5 fr. ■ - 

Ce Traité s'adresse principalement aux élèves des observatoires, aux ealenlttean . 
d'Éplicniérides et aux marins: mais il pourra être lu avec fruit par tontes Im ' 
personnes qui voudront se familiariser avec les méthodes et les calculs de l'AftiO" \ 
nomie pratique. Les auditeurs des Cours des Facultés, on particulier les eendidife 
à la Licence ainsi que les élèves de nos grandes Écoles, y puiseront dee eo*- 
naissances très utiles. 

TVON VILLARGEAU, Membre de l'Institut et du Bureau des Longitodflfl, 
et AVED DE MAGNAG, Lieutenant de vaisseau. — Nouvelle naV^atiai 
astronomique. (L'heure du premier méridien est déterminée par l'emploi ' 
seul des chronomètres.) Tuéorie et Pratique. Un beau vol. in-4y arec 
planches; 1877 aofr. 

On vend séparément : 

Théorie, par M. Ysfon Villarceau 10 fr» 

Pratique, par M. Avcd de Magnac •••••••••• lafr» 
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